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Capítulo i. Integrales dobles 
y iriples 


5 1, Integral doble en coordenadas rectangulares 


que la función f está definida en una región cerrada 
acotada D del p plano Оу. Dias e ¡trariamen! [ds idm FE regiones 
elementales que tienen las áreas Ac; 
‚ dy (so еу zi 
puntos do la frontera de esta región). Escogemos en cada región elemental un 
bitrario Ру (bi 1) y multiplicamos el valor de la fánción en el punto 


e omina suma tpl para la función f (z, y) de la región D а la 
suma que tiene la forma siguiente: 


à Hx m) Ay f (Es m) AC Ff ar M) 604 + +++ Ff en Mn) Aon. 


Se lama integral doble de la función / (s, y) de ln región D al limite de la 
suma integral a condición de que el mayor entro los diámetros de las regiones 
elementales tienda а cero: 


y fe hiom im A 2 ТФ. m) Amy. 


ella tación f (e, 7) as e — el limite do la 
suma integral existo de del procedimiento "de división do lo región D 
on regiones elemental la selección de los puntos Ph (teorema de extslen- 
cla де una integral ph 


Sif (e, y) > 0 en la región D, entonces la integral ione [T f (e 1) do 


es igual à volumen del cuerpo cilíndrico limitado de arriba, por la superficie 
costado perficie cilíndrica cuyas generatrices son para- 
os dato por ре e del plano zOy. 


Jelas 


Propiedades principales de una integral doble 
10, | jine nete юа | | n mot Û | mao. 
> 5 5 


= jet arme [pe дшше as une cm 


3. Si la región de integración D está dividida en dos regiones Dy y Dy, 
entonces 


Vire nam f re. iom f rtm mae. 
D Di De 

En las coordenadas cartesianas la integral doblo se suele escribir en la 
forma fpe y) de dy. 


Reglas de cálculo de las integrales dobles 

Se disti n dos tij incipales de regiones de integración. 

1" La región de integración D eelá limitada de los lados izduierdo y derecho 
por las rectas s = а y т = b (a < 5) y de abajo y de ariba por lus lineas 
NS д е у Py A 
cuales зе interseca con la recta vertical sólo en un punto (fig. f). 

Para una región así la integral doble se calcula por la fórmula. 


Tire паа { aT АТА 


0 НЕ 
a 

además, primeramente se calcula la integral È / (2, y) dy en la cual z so 

m 


e EINE ón D está limitada de abajo y de arriba por las 
La región do integración D está limitada de abajo y de arriba por 
шешу cr d c d (C й у del lado ишет y del lado dere por ee 


Fig. 1 Fig. 2 


[ез curvas continas + =$ Û) у z = de OMO Sh o cada una de 


Jas cuales se intergeca por la recta horizontal о (ig. 2) 
Para una región asi la integral dobis se calculs por le {he 


4 и 
5 fi Waray j AE Ha йа, 


n 
además, primeramente se calcula la integral | f(z, y)dz en la cual y so 
considera constante, em 


40 


Los segundos miembros de las fórmulas indicadas se llaman integrales 
dobles (o reiteradas) 


Fs un caso cla gener la región de integración por medio de la división 
por partos so reduce $ las principados: P 


1. Calcular ET si la región D es el rectángulo 
Б 
Osz«4, 1<y<e. 
Resolución. Tenemos 


e sel уа [2], а yy =8 eet. 
D ° » 


2. Calcular 5 (сов? т + sen? y) dz dy si la región D es el cuadra- 
do 0z«a/4, б<у<ай. 


Resolución. Hallamos 
Jj кенинен | A | [onto 
o ? k] 


ben] Y rr Dee] + 
A ARI 
3. Calcular /= | а س‎ dy. 
Resolución. Tenemos А 
а 


ЭЧЕ ЖО d a 
چچ‎ ae Eal 


— P 


4. Calcular ffe- y)dzdy, si la región D está limitada por 
las Наваз y=2—2*, y=22—1. 


Resolución, Vamos a construir la región D. La primera 
bola que tiene por vértice el punto (0; 2), simétrica respecto al eje Oy. 
segunda línea es una recta. Resolviendo conjuntamente las ecuaclonos y = 2 = 

E. тубир los coordenadas de los puntos de intersec- 
70). B (4 1) (ig. 3. 


и 


La rinde ааа резин» al; piner tipo. Жийен 
pone 

Гео‏ = د 

y 


-— 


-| | (sem pet 
% ES 
i 
жена) а | (реон) ае 
ES 
=[-5*-+ ووچ‎ =$. 
5. Calcular y (=+2y) dz dy, si la región D está limitada por 


los rectas yma, y=22, 2=2, 2=3, 


Resolución. Hallamos 


| f te+2nazay= | nm 
E d 


a Я ] 
| Брија | drá | tar po 
i 


6. Calcular j «їч» сов уйг dy si la región D es un rectán- 
gulo 0 za, 0c ysni2. 

7. Calcular je y) dzdy, si la región D está limitada por 
las líneas yz, 2=0, y=1, y=2. 

8. Calcular | [Gs 22y+ dz dy, si la región D está limi- 


tada por las líneas 2=0, х=, y=2. 
9. Cambiar el orden de integración en la integral 


f 
je | Hena. 
1 -yicm 


Resolución, La región de integración D está limitada por las líneas z = 
А, г= 1, p= VTF, у = 1 — 29 (fig. 4). Vamos a cambiar el 


orden de integración para lo cual la región dada en forma do à 
тшме af pande tipo): Da mirada de los lados isqulerdo y derecho par 


Fig. 3 


las ramas do la parábola z = 4/1 — y (0 < y < 1) y D, limitada por los 
arcos do la circunferencia z = 4 i у (—1 < y < 0). Entoncos 
i hk а vir e YEAR 

| renaja | летаа | ный 
а уйш з 53 A y 


м n 

10, Calcular | costzdz | уду. 
j i 
5. 


41. Calcular | dz | (z— y) dv. 


12. Calcular 19] ylnzdzdy, si la región D está limitada por 
5 

las líneas zy 1, у= V z, z—2. 

13. Calcular j j (cos 2z -+- sen y) dz dy, si la región D está limi- 
tada por las líneas z=0, y=0, áz-Fáy—a0. 

44. Calcular ї {вг + y) dz dy, зі la región D se define por las 
desigualdades 2% + y* < 9, y > (218) z + 3- 

45. Calcular $ IL (= + y) dz dy, si la región D está limitada 


> 
por las líneas z = 0, y = л/9, y = z. 


8 


16. Calcular f faz ay, si la región D es el triángulo que 


tiene por vértices А (2; 3), B (7: 2), C 
Cambiar el orden de integración: 


i “л 


17. faz | Fx, y dy. 
Ps 


dz | Hd. 
з 


18. j as fes dy. 
un 

19. ja j Не, y) dz. 
Y s 

20. IIS y)dy. 
1 уа 

21. БЕ йд. 


$ 2. Cambio de variables en una integral doble 


1, Integral doble en coordenadas polares. La transformación de una integral 
iéndola pasar de las coordenadas rectangulares z, у a las polares 
con las rectangulares por las relaciones £ = p сой, y = p sen 0, 
a cabo por la fórmula 


Тре паса | | Heco, o sino pa0. 
Ы 5 


e аа йк, D está limitada por dos semirrecti = а, 
ANTI E 
a SOS O 


entonces la integral doble se calcula por la fórmula 


в о 
J Fo, ost | в j Fo, Dodo. 
V 
donde P (p, @)=f (pcos O, р sen 0), además, primeramente calcula. 
эю 
j F(p, 6) p dp en la cual Ө se considera constante, 
E 


2. Integral doble en coordenadas curvilíneas. Supongam: una integral 
doble se transforma pasando de les coordenadas rectangolares 2, y а las curn- 


14 


líneas u, v ligadas con las rectangulares por las relaciones z = z (u, o), y = 
= y (u, v), donde las funciones z (u, v) e y (о, v) tienen derivadas parciales 
regi coblano de transformación 


continuas en ¡ón D' del plano 20» y el 
en la región D’ no se anul 
dee 
Ww w 
Ima ay ro 
ar av 


Con ello se establece una correspondencia reciprocamente univoca y conti- 
nua en ambas direcciones entro los puntos de la región D del plano 20у y los 
puntos de la región Р” del plano 0'» (fig. 5)- 


En esto caso la fórmula de transformación de la integral doble Liene el aspecto 


| fi araya y Hz tuse), y (u, e) 191 du de. 
0 
Para el caso de las coordenadas polares 

P 

a» 05 [omo = 

ôu y | [seno рсов6[Р- 

> % 


23. Pasando a las coordenat 


Je 


polares, calcular | V z Y Pdrdy 
B 


si D es el cuadronte I del círculo 224 <a? 
Resolución. Haciendo т == р cos Ө, y = p sen 0, tenemos 
j j VFF ау И V Fees ST AT p dp dd 
> > 
= | aa | pap 
$3 


24. Calcular j fin (2? + y?) dz dy si la región D es el anillo 


B 
comprendido entre las circunferencias z? + y? = ety z? + y! = et. 
15 


Resolución. Pasamos a las coordenadas polares: 
| fin andere арра | | pip apao= 
» M > 
Јајын 
“Tomando por partes la integral en función de р, obtenemos 
w i 4 а 
2f [Somo], ¿Dane Bai). 


25. Calcular ferment sila región D os ol 


cuadrado limitado, por laz теша + y = 1, z—-y=i,z+y= 
=3, z— y = — (fig. 6). 


Fig. 6 Fig. 7 


н — - 
жуз z y = i a> f r, de dondo = = е, 
1 41 

de Ф 12 2 1 4 

la =| — ое 1-5. 
ajai t т T 

r4 | T ál 

Por consiguiente, j efa ت‎ Puesto 
que la región D' es también un cuadrado (fg. 7), entonces 


5 | >} — 


ar 


= [59] 0-4 | ГЕТЕ И 
і 
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Pasando a las coordenadas polares, calcular las integrales dobles: 
26. | f (1-22) асау si la región D es el círculo zt4- yea. 


0 
27. IE si la región D está limitada por la semi- 
> 


circunferencia у= У T=2 y el eje Oz. 

28. $ (22 + y2) dz dy si la región D está limitada por la cireun= 

u 
ferencia 2*-- y= 2az. 
Те: 

29. И SETE dz dy si la región D está limitada por las 
líneas 23-4. yè = a, 134 yt = n, 

30. ||у=+ә dzdy si la región D está limitada por las 
афр, анда 

31, Calcular | dz | dy, introduciendo las nuevas variables z= 


CS 
=u(1—0), your. 


32. Calcular | Í dzdy si Ja región D está limitada por lus 
D 
líneas zy=1, ry=2, y=x, y=3r. 
Indicación: efectuar el cambio do las variables x — (шй, y => (unit, 


$ 3 Cálculo ael area de una figura plana 
El área de la figura plana limitada por la región D se determina por la 


fórmula 
з=} фа» 
> 


Si la región D está dofinida, por ejemplo, por las desigualdades а «€ x < b, 
9i () € y & qa (a), entonces 


7 
з= [а | a 
oe 


Si la región D on las coordenadas polares está definida por las desigualda- 
des 2 « 0 fi. Ф (0) < p < /@). entonces 
Boom 


y 4م‎ = | E t 


33. Calcular el área de la figura limitada por las lineas £ = 
=й — y, 2 фу = 6. 


2—1220 


да. aliene los grecia de Jos puntos de аена de 
Jae dua тані чар ol эмина da eom uei AAN 
сое i A aid 

fé таа ). Por lo tano, m 


s= [jean jan Tr 


[coso De (unidades cuadradas). 


34. Calcular el área de la figura limitada por las circunferencia 
P = 1, p = (27/3) cos Ө (fuera de la circunferencia р = 1; fig. 8). 


Fig. 8 Fig. 9 


Resolución, Determinamos las coordenadas del punto A; tenemos 4 = 
= (2/y/3) coa 0; cos 0 =1/372, Ө = 2/6, о sea, А (1; 1/6). Entonces 


[from | o 


=>] T [te] ¡(27 Y 3) вове 


Tien) 

i 
=$ isen 2009/04 (sen 2—2) = 05-0) (онамо, cunáradas) 
35. Hallar el área limitada por la lemniscata (2* + y?)! = 2a'zy. 


Felación. Haciendo а = pcs O, y e psen O, levamos la ecuación 
de la curva а las coordenadas polares. Como resultado obtenemos p* = 


18 


Es evidente quo a la variación del ángulo polar Ө de 0 a 1/4 le corresponde 
un cuarto del área buscada. Por consiguiente, 


"m 
S-4 3j арав 1 E j edp- 
alt E 


=2 | pig FT qoe | sen 2049 —a cos 20] at, 
36. Hallar el área de la figura limitada por la línea z* + y? = 

med еж del bucle; fig. 9). 
lución. Llevamos lo ecuación dada а las coordenadas polazes: 


Г E ence б) с apa wen O coo б, O aoa. p cs а son дз Bl O - coe 
Td rd) del A A tque D E eot 


mjé агеп@сотӨДзелз®+совзб) 


s=2 f f ааа j в m» 
2 
E зове созхо E tgrocosto 
< | {теп* @—соз® 6j 0—4 | ©оз* 6(1-_ Эбу 0= 


ET E 
at 3g00(tg0) a 4 (14-tg* 0) p^. s 
"з | OF y) regt ES en), = 
87- Caloular el área limitada por las lineas e y! — 24,2 + y = 
D». Calcular el área limita: 
4, 


por las líneas y = 2 — z, y! = 


área limitada por las líneas y? = 4z — z*, y? = 
bol: 


itada por las líneas 3y* = 252, 5z? = 9y. 
41. Calcular el área limitada por las líneas у? + 2y — 3z + 1 = 
=0, 31 — 3y — 7 = 0. 
42. el área de la figura más próxima a partir del origen: 
de coordenadas, limitada por las líneas y = cos z, y = cos 2z, 


ES Calcular el área limitada por las líneas y = 4z — aî, y = 


— 5z. 
44. Calcular el área limitada por las líneas z = 4 — yî, z + 
+ 2 4 

. Calcular el área limitada por las líneas p = (2 — cos 0), p = 2 
(fue de la cardioide). 
46. Calcular el área limitada por las líneas p — 2 (1 + cos), 


= 2 cos 8. 
47. Calcular el área limitada por las líneas y? = 4 (1 — 2), 
за + y? = 4 (fuera de la parábola). 


2 19 


$ 4, Cálculo del uc ^ cuerpo 


E tado de arriba por la superficie cor 
nua z = f (с, y), de abajo EES Q y del costado por la superfi 
подна Siti que corta sobre el plano zOy la región D, se determina por la 


volumen de un cuerpo 


ve f f re. maras. 
b 


Hallar «1 volumen, del cuerpo limitado por las superlicio 


y =1 +z, z = За, y = 5, z = 0 y situado en el octante I 
Resolución. EL o volumen se ha de caloular está limitado de artiz 
ba por el plano z= costado por el cilindro parabólico p = 1 -+ z 


y el plano y = 5. Por lo tanto, es un cuerpo cilíndrico. ба D está limi- 
күке се ас or consiguiente, 


mmn 
„= y ГРАТИС И ARE | jad 
=з j (esasa [20-4 ТЯ орев), 


49. Caloular el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
z=1 — a — p", y = z, y = 2 V3, 2 = O y situado on el octante T. 
‚- engin. El зир, dado está limitado de ariba por ol paraboloido 
AAA a 


sección del ide con el plano x= 0 y las rectas у= z o y = г] 
Por consigulento Hi текут 


=} j а-и) ds ay. 
D 


Tn 
r= fumma | aj (pp) do 
> E! 


a РА 
= | [Ze-Xe] aui | a= unitates cábicas) 
тА зА 


У 


50. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superticies 
ай + уз = ал, а? 4 1 = а. 


Resolución, Examivemos la octava parte del cuerpo dado (fig. 10): 


pS VEn | vacua f 


=| [r 
Por lo tanto, V = {6a%/3. 


51. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
+y = 8, х= 0, у =0, 2 = 0,ж+у+2=4. 

52. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
2j), т+2у+5=4, y=0, 
z= 0. : 

58. Calcular el volumen del cuerpo 
limitado por las superficies 2* + 4y*-- 
tic di. 

54. Caleular el volumen del cuerpo 
limitado por, v superficies z = z* + 
TW. у= =1,2= 

68. Calcula? ol volumen del cuerpo 
limitado por las superficies z = 4 — 
a, 2 +фу= 4, z—0, y-0. 
1 


9. 
56. Calcular el volumen del cuerpo 
limitado por las ا‎ 2 a, 


y 
57. Calcular y olamen del cuerpo limitado por las superficies 
z= бл, 2 + y „2—0. 

58. Calcular e) volumen del cuerpo limitado Lar las superficies. 
xdg +z = б, З= + 2y =12,32+y=6,y=0,2=0, 

59. Calcular el volumen del cuerpo liz 
z+y +i, p =z ={, 

60. Calcular el ze dol cuerpo "limitado por Jas superficies 
20, == ту, 2 +y 

61. Calcular el A Eek “del cuerpo limitado por las superficies 
اھ‎ gH = 1, у = 0, 2= 12, 1 = л. 


¡tado por las superficies 
= 0. 


$ 5. Cálculo del área de una superficio 


Si una superficie lisa univoca está definida por la ecuación = = / (z, y), 
entonces el área de la superficie se expresa por la fórm 


VAART ee 


donde D es la proyección de la superficie dada sobre el 20у. Análoga- 
ا کو ا ی کی‎ ici سی‎ Dog ge к эли 


SGT 


onde D es la proyección de la superficie sobre el plano yOz; sí la ecuación 
dela sopa ota a forma y = (n, entonces 


ART == 


donde D es la proyección de la superficie sobre el plano 20%. 


62. Hallar el área de la parte de Ja esfera z* + y* + z* = a*, 
comprendida dentro del cilindro z* + y* — ay (fig. 11). 


d 


Fig. 12 


Resolución, Do la ecuación de la esfera tenemos (para el octante 1): 


CIC" 
vA ko ymheg 9 i 


p Ej- E py .- 
y [E Vr Fag gay yy 
parta de la esfera rge | en el octante I se proyecta en el semicírculo 
пек рог porq + аы y & eje Оу. Este semicírculo es 
precisamente le integración D. 
La superfici eec ce ER у por eso Ja superficio buscada 


se 


2 


Pasamos a las coordenadas polares, entonces la ecuación de la circunferencia 
toma la forma p = a sen 8 y 


se EVE ma jo T "s 


E 
= аре ae Lis 1 (cos 0—1) dð = 
з 


=— a? [sen 6— 017 = kat (9—4) (unidades cuadradas). 


63. Hallar el área de la parte del cono z — ۴ 2 + y' comprendida 
dentro del cilindro z* + y == 2z (fig. 12). 


Resolución, De la ecuación del cono tenemos = == Z 


e 9 
—VEmO La región de integración D es el círculo limitado por la 


cincunferencia 2? 4-09 = 22, o bien p=2cos 0. 
Entonces 


—=—_—и— 
s V oe gin 
m topo 


-vaf f waray l^ | pp 


=2/2 E AER a 4 cos! 8 = 


-2yi T (1+ eos 20) 9-22 [0+ sen j= 
i 


= 2 2 (unidados cuadradas), 


64. Calcular el área de la superficie del cilindro 2* == 2 cortada 
por los planos z — 2y = 0, y = 2z, z = 2 V7 (fig. 13). 


Resolución. De región de integración sirve el triángulo OAB. De la ecuación 
del triángulo tenemos 22 = z, 95 = 0. Entonces 


аут a 
se[fvrz2asu- | утра | av= 
a з РА 


ga 
E | (+a а-у 
E 


=$ aee P3 co unidades condradas). 


Calcular el área de la parte de la superficie. га paraboloide 
ж = 1 — y! — 2 cortada por el cilindro p? + 2 = 1. 


Fig. 13 


Resolución. La región de integración es la circunferencia y? + 22 = 1 (si- 
tuada en el plano yOz). De Іа ecuación del paraboloide tenemos 5 =-%, 


de 
FE = ois Entonces 


VAGAS aa rr а. 


Pasando a las coordenadas polares, obtenemos 


se Taj вура [[ hor] 
EC з 


.. 2 
= VE Í ME s (unidades cuadradas). 
з 


superficie y = a? + 2° cortada 


66. Hallar el área de la parti 
рог ol cilindro z* + 2 = 1 y situada en el octante I. 

67. Hallar el droa dea parte de la шша 24 d = 4 cor 
tada por el cilindro 214 + y* = 1. 

68. Hallar el área de la parte da plano z = z encerrada dentro 
del cilindro т* + y? = 4 por encima del plano z = 0. 

6. Hallar el drea de la parte de la superficio del cilindro £ = z" 


cortada por los planos z + y = VZ, z = 0, y = 0. 


БИ 


70. Calcular el área de la superficie del cono z* — y? — # = 0 
situada dentro del cilindro z* + y? = 1. 

71. Calcular el área de la superficie del cilindro 2* + *=4 
situada dentro del cilindro z* + y! = 4. 

72, Hallar el área de la parto de la superficie £^ = 22у cortada 
por los planos z = 1, y = 4 2 = 


$ €. Aplicaciones de la integral doble 


Si una placa ocupa la región D del plano тОу y tiene una densidad superficial 
Taigble y БШ УР, entonces la mesa Af de la ploca se expresa por | 
loble: 


M= i] gis yazdy. 


Los momentos estáticos de la placa respecto a los ejes Oz y Oy se determinan 
por las fórmulas 
Mem | | ren mazas, му {эте йаг. 
> > 


Si la placa es homogénea, y= const. 
Las coordenadas del centro de gravedad de la placa se pueden determinar 


por las fórmulas 
My A 
i H 


dondo M es la masa de la placa y My, My, los momentos estáticos de ésta res- 
pecto a los ejes de las coordenadas 
Si la placa os homogénea, estas fórmulas adoptan la forma 


f zazd T 


donde $ os el área de la región D. 
Los momentos de inercia de la placa respecto a los ejes Oz y Oy se determinan 
por las fórmulas 


r= y эче ded, Hy y ТЫ 


y ol momento de inercia respeto al origen de las coordenadas е caleuln por la fór- 
mula 


1m Û [ema nani 
р 


Haciendo en estas fórmulas y (z, y) == 1, obtendremos las expresiones para 
calcular los momentos geométricos de inercia de una figura plana. 
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73. Hallar las coordenadas del centro do gravedad de i figura. 
limitada por las líneas y? = 4z + 4, y? = —22 + 4 (fig. 14). 


Fig. 14 


Resolución, Puesto que la figura es simétrica respecto al eje Or, 7 = 0. 
eda hallar 2. 
Qr ermita el leva de la gura dada 
n2 


5- i 40-2 | ا ا‎ 
E | (EL) o-: | (sae 


Entonces 


$ a 
واوا‎ | se 
e ШЕЛ 


- j [виго] 
П 


DS 


74, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por la elipse 22/25 + y*/9 = 1 y su cuerda z/5 + y/3 = 1. 


Resolución. Hallamos el área del segmento: 
$ aya 


=] dzdy= | az 


э situ) 
з 


as 


& 
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Entonces 
s љу 


ae‏ | چ | چ 
E «О‏ 
a‏ 
-apani Ves (Ê) Је‏ 
= چ =gemati tie-a-‏ 
hy:‏ = )074( = 
у. өй‏ 


ieg | ro] e NEZ 


зау 


А 
“eg t | 66-0-9014) 


А 
2.9.2 - 12 b 4 0. 
“FETS 3] 0-0 [rms [7-37]- 


"E 125 125) 2 
73:555 (Ф) т: 
75. Calcular el momento polar de inercia de la figura limitada 
por las líneas a/a + у/ = 1, z = 0, y = 0. 


{gaj 1®. El momento de inercia respecto al origen de coordenadas es 
igual a 


ne f | +) asd | “ү” (ean dye 
à 


e 


76. Calcular el momento de inercia de la figura, limitada por la 
cardioide р = a (1 + cos Ө), con respecto al eje Oz. 


E 


Resolución. Pasando a las coord 
=f Гоа dy. obtenemos 
> 


s polares en la fórmula I, = 


p газию 
1e | {езер pii | его \ p= 
5 i à 
ia 7 n 
БІО Lat | sento costam 
з i 


E 
БЕТИ ИИТИИ 
à 


77. Determinar el centro de gravedad del área limitada por las 
lineas y mz, y = 028, z = f, z = 2. 

78. Determinar el centro de gravedad del área limitada por la 
cardioido p = a (1 + cos 0). 

79. Determinar el centro de gravedad del semisegmento de la 
parábola у? = az cortado por las rectas z = a, y = 0 (y > 0). 

80. Hallar el contro de gravedad del área limitada por un bucle 
de la curva p = a sen 20. 

81. Hallar el centro de gravedad del área limitada por las pará- 
holas y? = z, 22 = y. 

82. Hallar ol contro de gravedad del área limitada por la parábola 
y = 2pz y la recta т = 2p. 

83. Hallar ol centro de gravedad del área limitada por las líneas 
у= Уш, y=0, 

84. Calcular ol momento de inercia del área, limitada por las 
líneas y = 2 V 7, z + y = 3, y = 0, con respecto al eje Oz. 

85. Calcular el momento polar de inercia del área limitada por 
las rectas z + y = 2, z = 0, y 

86. Calcular el momento de inercia del área limitada por las lí- 
neas y = 4 — 2°, y = 0, con respecto al eje Oz. 

87. Calcular el momento de inercia del área de 
+ y?/b* = 1, con respecto a su eje mayor. 
Calcular la masa de una placa cuadrada de lado a, cuya densi- 
dad en un punto cualquiera es proporcional al cuadrado de la distan- 
cia entre este punto y uno de los vértices del cuadrado. 

89. Calcular la masa do una placa circular de radio r si su densi- 
dad es inversamente proporcional a la distancia entre un punto y el 
centro y es igual a $ en el borde de la plac. 

90. Calcular el momento estático de una placa, que tiene forma 
del triángulo rectángulo con catetos | ОА | = a, | OB | = b, respecto 
al cateto OA, si la densidad de la placa en un punto cualquiera es 
igual a la distancia entre el punto y el cateto OA. 
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pse a/a? + 


5 7. Integral triple 


Sen que la función f (z, y, з) está definida on una región cerrada limita- 
da 7. Dividimos arbitrariamente la región T en n regiones elementales 7i, 
Т... Ta de diámetros dy, da, -  ., da Y volúmenes AV), АР... Aa: 
Таг өй cada región вакон а un punto arbitrario Ph (Ey; wu? ) y mal 
Plicamos el valor de la función on el punto P, por el volumen de esta región. 

Se Пата suma integral para la función f (2, y, 2 de la región T a la suma 


que 


la forma У) fas Ma 2) AVi- 


ht 

Se denomina integral triple de la función f (z, y, 2) de la región T al limite. 
de la suma integral, a condición de que el mayor entre los diámetros de las re- 
giones elementales tienda a cero: 


ре 


Paro la función continua en la región 7 esto límite existe y no dependo del 
procedimiento de división de la región 7 en regiones elementales ni de 1а selec- 
ción de los puntos Py (teorema de existencia de una integral triplo). 

Sist у, D => 0 en la región 7, entonces la integral triple 


Уба, у, 3) dV. no es más que la masa del cuerpo que ocupa la región Т 


> 


P 2 16. Me a) АУ. 


y tiene una densidad variable y = / (z, y, 2) (interpretación física de la integral 


tripl 
P Tas propiedades principales de las intogralos triples son análogas a las de 
integrales dobles. 
En las coordenadas cartesianas la integral triplo se suelo escribir en la for- 


ma DT Irv даара. 
E 


Sen que la región de integración 7 se defino por las desigualdades 2, € 
Фі ty уу (£) E y Ge Va (2), (ш, йг, y), dondo y, (z), ya (2), 
za (e, y) Y za (2, y) son funciones continuas. Entonces la integral triple 4 
función f (z, у, 2), extendida sobre la región T, se calcula por la fórmula 


HH fiv даа | eje jon жой. 
т 


й эй «Rn 

Si para calcular una integral triple se necesita pasar de las variables z, y, z 

а les eves variables w, эое ken соп т, уу £ las relaciones z = 

т (и, v, w), y = y (и, 0, w), z = z (п, >, w), donde las funciones = (и, v, w), 

y (u, v, w), 2 (и, v, w) son continuas junto con sus derivadas parciales de pri- 

mer orden, establecen una correspondencia recíprocamente unívoca y continua 

ев ambas direcciones entre los puntos de la región 7 del espacio Огуз y los pun- 

tos de cierta región 7” dol espacio Oune y ol jacobiano J en la región 77 no so 
aonla 


lo Та 


za 
в Б 
dy ду ду 
12 £ m 
м ою м 
WW Ww 
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entonces se usa la “iy " 


©, y(u, 


3dzdydi— 


z(u, v, шй]! J | dudodw. 


«ffe 


En particular, a] pasar de las coordenadas cartesianas z, y, z a las coorde- 
nadas cilíndricas p, q, 2 (lig. 15) ligadas con z, y, 2 por las relaciones 


# = pcos p, у = psen Q, z= 1 (0 Ș p < Fo, 06 Ф < 2л, eere), 


Fig. 45 Fig. 16 


el jacobiano de transformación J = p, y la fórmula de transformación de la In- 
A RA о Tora 


Ди" * зана поо реше феде. 


de las coordenadas cartesianas z, y, s a las coordenadas esféricas 
PE 16) ligadas con z, y, s por las relaciones 


ае рл бсозф, у= p sen Û sen ф, з = pcos 
(0<р< +=, 09521, 0<0 <), 


el ecoblano de teanetormación 7 m ph мв 0, y la fórmula de trensarmación dela 
integral triple, representándola en las coordenadas esféricas, tiene la forma 


ШЕ ГЕ 


p cos 0) p* sen 0 dp dq d0. 


=] | [ешге psen 0% 


91. Calcular T= ИШ zdzdyds, donde la región T se define 


por los desigualdades O<2<1/2, 7<y<2z, 0<:<Y 1— 
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Resolución. Tenemos 


12 2 VIA 1/2 vg 
T ajo |د اس‎ 
m а 
ў а ба-а | [rs 0] а= 
e i 
(зовоон) ае 
И 
" 
Tj (88) ep Meme 


92. Calcular / = ff] аааз si T es la esfera 224942 RA, 
E 


Resolución. Pasamos a las coordenadas esféricas. En la región T las coor- 
O varían asi: 0 < p < A, 0 < € < 2x, 0 < Û <и, Por com 


a эл п 
Ө сов? q dp dq d0 j seno ao | cos ede. И pp 
è 5 d 


sent 40 [o +} sen 20] = 


Tj (eos 0— 1) 4 (os 6) = ЕЕ" 


эз. Calcular | f | 2V Fy а= бу й: si la región T está limi- 


tada por el cilindro 22-4 у= 22 y los planos y=0, 2—0, za. 

Resolución. Pasamos a las coordenadas cilíndricas. £n estas coordenadas 
la ecuación del cilindro tomará la forma р? соз? р + p! sen! Ф = 2р cos Ф, 
о bien p (cost p + sent Ф) = 2p cos p. о sea, р = 2 cos ф. Por consiguiente, 
en la región 7 las coordenadas p, фу z varían así: 0 < р < 2 cos p, 0 < p< 
< л/2, 051 < a. Por eso 


[pm f nnne 


ores pou. тоз 
= | resam a joe 


3 


‚= MN" 
een nma 
і 


94. Calcular енеда si la región T es la mitad 


T 
superior de la esfera z+ 0:224, 
Resolución. Introducimos les coordonadas esféricas: las nuevas variables 


ajan dentro de los límites 0 < pr, 0 < e < 2л, 0< Û < a/2. Por lo 
ni 


1 f | et +m az ay a= f li f ptsen>0ap dp din 


- ju] ema unl pap ЕТЕ 


-м | LE оне. m. 


95. бише [$ (a + y! + 2%) dz dy de, si la región T es el 


paralelepípedo rectangular definido por las desigualdades 0 < z« 
<a 0<y<b, ge. 

96. Calcular | | xyz de dy de, si la región Т está limitada por 
la esfera 2% + y! - 3% =1 y los planos z = O, y = 0,2 = 0. 

97. Calcular Ш дё? de dy de si la región T está limitada por 
las superficies z = zy, y = z, 2d 20. 

98. Calcular $9 (2z + Зу — 2) dz dy de, si la región T es el 

E 


prisma de tres caras limitado por los planos z = 0, £ = a, z =0, 
y=0, z--y 5 b (a0, b 0). 
99. Calcular | [$ ( + y + s) de dy de, si la región T está 
limitada por el cilindro 2* + # = 1 y los planos y =0, y = 1. 
100. Calcular j j (к + y +2)? de dy de, donde la región T 
» la pu el común rm paraboloide z > (z* + y*)/(2a) y de la esfera 
* 
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101. Calcular gH (22 + y?) dz dy dz donde la región T está 


limitada por las superficies z = (z* + 03/2, z = 2. 
102. Calcular DU dz dy dz, donde la región T es la esfera 


аи کو م‎ 
103. Calcular ШУ Т Py dzdyd: si Т es la esfera 


py 


$8. Aplicaciones de lo integral triple 
EL volumen del cuerpo que ocupa la región 7 se determina por la fórmula 


vef nar. 


Si la densidad del cuerpo os variablo, o soa, y = y (2, y, a), entonces la 
masa del cuerpo que ocupa Ja región 7 sè calcula por la fórmula 


jy тш, 9 ded ds. 


Las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo se determinan por las 
fórmulas 


ijr [|f taran je rns de] rn 


T 


Teese rnm i En 


(E, у; 3 son las coordenadas del centro geométrico de gravedad). 
Loa momentos de inercia (goomútricos) con respecto a los ejes de coordenadas 
son, respectivamente, iguales a 


Si y= 


„1 (024-27) dz dy de, n f {еннен 


= f enema 
т 


104, Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
ha = а + p°, z = В (fig. 17). . 


Resolución. El cuerpo dado está limitado de abajo por el paraboloide z = 
= (22 + ЙУ, de arriba por el plano s = h y se proyecta al círculo 2% + y? < A? 


a 1220 


ы plano 20y. Utilizamos las coordenadas cilíndricas еп las cuales la ecuación 
el paraboloide tomaré la forma z= р. El volumen del cuerpo es igual a 


nit flete 
Te. 


105. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo 
prismático limitado por Jos planos z = 0, =0, y =1, y =3, 
z+ 


Fig. 47 


Resolución. Determinamos el volumen del cuerpo examinado: 
{з з و و‎ 
vos [Jura Ju | am [02] چ‎ 


-e aem n Epi. 


Entonces 
[Ll 


jesse] jj^ ! а= 


a-a 
sd 


106. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
z= VERS z=} 

107. Calcular el volumen del a limitado por el plano z == 0, 
la superficie cilíndrica z = (22 + y1)/2 y la esfera 2? + у + 2° = 4 
(dentro del cilindro) 

108, Hallar la masa del cubo 0 < z < a, 0 «C y < a, 9&s&« 
si la densidad en el punto (z; y; 2) es y (z, Y, 2) = z + y 

(09. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo 
lo por las superficies z + y = 1, z = 2° + y’, z = 0, y = 0, 


110. Hallar las coordenadas del centro do gravedad del cuerpo 
limitado por las superficies 2% = zy, z = 5, y = 5, 2 = 0. 

111. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo 
limitado por los planos 2z + Зу — 12 = 0,2 = 0, y = 0, 2 = Ô y 
lo superticie cilíndrica s = у. 

112. Hallar el momento de inercia del cubo 0 < z < a, 0 < y < 
<a, 0<1 < а respecto a su arista. 


$ 9. Integrales en sunción de un parámetro 
Derivación e niauracien bajo el siano inier-al 


Consideremos la integral 


n 
1997 f fe Daz o 


Recipe pra importancia la cuestión acerca de la derivada de la función 
T O) del A. Supoogamos que la función / (z, 2) y la derivada parcial 


з. 


A. H on continuas en el rectángulo « < z < b, а < à < Ê. En este caso 


D 

existe la derivada 
А 
14 (z, 

вај ма} LEN as, o 

Si os admisible la permutación del signo de 1 eds (de A) y del signo 

integral ( entonces se dice que la función (1) se puede ivar respecto al 

parámetro d signo iı ral, En lı la fórmula (2) se supone. los límites de 

integ bno deg A س‎ е y b dependen 


РА 
= | ЖЕМ шуу (911000, А-а буа. D 


ES 


Para derivar respecto al parámetro una integral impropia j ТҮ 
i 


con ol límite infinito es necesario que las integrales | (e ds 


p [Lg не mee 


La fórmula de 
(0) bajo ol чё 


ción respecto al parámetro A de la integral definida. 
س‎ sm аши ы P) ene la oa T 


roa fa oem Lo na. [] 
La función subint 1 debe ser una función continua de dos variables 


en la región finite do i . En caso de upa región infinita de integración 
ты na мы ын impone m кы 


113. Hallar [ettari donde m y п son números enteros 
° 
positivos. 


Resolución. Examinemos la integral 


[rt HL 


He, a 0 sola —— PR 
lallamos la derivada de esta integral con respecto a m. 
" 


Derivando con respecto a m una vez más, obtenemos 
1 


t 21 
] ہے‎ (а ہہ عل‎ ٠ 
Después de derivar n veces respecto a m nos queda 

1 

лі 

| ат (nade (rer 

114. Hallar d donde п es un número entero positivo 
[oct 


yh>0. 
Resolución. Examinamos la integral 
ro ج‎ ЖИ 
mes al 3 


Derivando con respecto al parámetro A, tenemos 


[ott 


Después de derivar n veces nos quoda 


{етут 


Az 


dz. 


145. Hallar Р, X). | еле ك‎ a o 1,0) — | "= 
3 
Revolución. Dorivado la integral con respecto a A, encontramos 


=) еко [ Fg вова кон Tro түрүү 
i 


dk Я 
Ahora, de la ecuación = pp" s0 puede hallar /; tenemos 


sen 
z 


16. 3- [e M aem aret e. 
H 


Hallamos la integral /, (A) sustituyendo en Ja expresión para I (k, A) el 


valor de k= 0: 
—af, si 1<0, 
{ 0, ві ^=0, 
a2, si A0. 


nae 
g 


El gráfico de la función 1,0)= | 222 а, se compono de dos 


semirrectas y ol punto 0 (fig. 48). 


116. Hallar 1 Û 
0 


E 


Fig. 18 


Resolución. Derivando respecto al parámetro À, tonernos 


‚ еш, 1,1 mln. 


147. Calcular 2j dz (integral de Euler— Poisson). 
ri 


Resolución. Hacemos = = М, donde А >> 0; entonces dz =A dto I= 


(| eh ds. Multiplicamos por «733 d ambos miembros de la última igual- 


dad y, utilizando la fórmula (4), integramos con respecto a û de 0 а co: 


„|е а= п [за [ө 


Cambiando el orden de integración, obtendremos 


uz | © Гече ic scm а= 


экы]; oos 


118. Haller I(4) = j e72- dz. 
з 
Resolución. Derivando con respecto al parámetro A, tenemos 


aL 
а 


nn چک‎ 
- 


Cambiamos la variable de integración: A/z = 2, (—X/z*) dr = ds, 2° = VÍ 
con ello z varía de o» a 0. De este modo, 


: Р 
зз | mete ca pma obon doar, 


La —24%, 1а I= —2.--1n C, Ie Ce7?^, Para hallar 
€ hacemos %.==0; entonces Г (0)= [ e dz=dz= Y 5/2 (integral de Eolor- 
2 


Por consiguien 


Poisson), о sea, C= Y 8/2. 
Do suerte que la integral buscada [= 


149, Hallar 7= сн 


Resolución, Hallamos la dorivada total ST. por la fórmula (3) 


El L2 


о bion 
n 
а dada z 
ani t fra 4. 


Descomponemos la fracción subintegral en fracciones elementales o in- 
togramos: 
n 


z ET EE 
ensem eese t| ЕЛЕ 4 


BRETT 1 x EN 
na LAE C++ cta |, 
mat mata, А 
Ter Pr N 


De este modo, 
al inati, А 
HO Hpi ele. 


x 
1f dn 6-739) 


Do aquí 
+ неш] д. 
TOF FT я 


Haciendo A= tg q, obtendremos 
1 
Pj Eie pd m 
| sens oet | чел. 
з 


Tomando por partes la primera integral, hallamos 


А Я 
—p!ncos и! ечат | ete gd9=—elncos q, 
E 


o finalmente, 
Im f oretgh-la а 


Hallar las integrales: 
ar Jas integrales: 


120. E 12. ge 


EA ay, 28, [otim 


[ru 


Arctg Ar 
هک‎ аз. IE 5 dz. 


dz, а>0,В>0. 


| 
Í 
in. | Ê a 4>0 «>0. 
| 
| 
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$ 10. Función gamma. Función beta 


1, Funeión gamma. Se llama. función gamma (o Integral de Euler de segundo 
género) a una integral que tiens la forma T 


r= | сч. [7 

9), funcit p, es impropia, ya que el límite 

ior l а 1: [TE además. -0 < 1 la fune 
ELSE шесе diente. La Integral () converge cuando р > 0 


y dire po po p [n Perd de las más importantes. 


Propiedades principales de la función gamma 
1^. La función F (p) es continua y tiene la derivada continua T" (p) para. 
>, Tiene lugar la igualdad 
T (p + 4) = pF (p). a 
3%. Después de aplicar n veces la fórmula (2), se obtiene la relación 


грфт фп 0 etna.. HTO — (9 
49. Si en la fórmula (3) hacemos р = 1 y tomamos еп cuenta que Г (1) = 
= [Aa 


таф 1) = nt. [] 


Si a 0, иймен Ol = T (0) = 

a función Г (p) Igea do extender ol concepto de factoria, nl 
detarmiaado solamente para lot valore naturales de n sobre el campo de cvales- 
quiera valores positivos del argumento. De la fórmula (2) resulta quo si p — 0, 
enctonces Г (p) = ПО 0 o, о sea, Г (0) = +o. 


6*. Cuando р = n, de la fórmula (2) se deduce que 


Tiati) 


ЖО 9) 20-949. Т a3 эё 
TR =н игү ^ a16-90-2 = 
note Е@ caes, 


o Ж ¡Arles (M=1,2,3,. 
anar 1a función T Tp) se pede дона al caso de valores nega- 
diva Wil squamis р. Pinto que D (gue > 2, entonces F (p + 1) 


tiene sentido si —4 < p < 0. 
Si —п < p < —(n — 1), entonces de la fórmula (3) resulta que 


T(p+n) 
р Apr 
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Con ayuda de la sustitución p + л = a, de donde р =—n + a, la úl 
ЖЕ a abria و‎ m кили 


= LE ECE] ө 
y para — < p < —(я — 1) el signo Г (p) э determina por el factor (—1)", 


Fig. 19 


Ba. Utilizando la fórmula (2) s pueden obtener los valores de Г (p) para 
ча argumento 


a+) (6) (8) (9) 
(6) (73) (n3) 
ТЕТЕ 


BaD end E e (£), 
lA 


99, Tiene lugar la fórmula de complemento 


т) Ni @<р<1). m 


Si en esta fórmula hacemos p = 1/2, entonces [Г (1/2)! = x/s0n (n/2) = л, 
o æa, TO) = YR. 
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о bien 


Utilizando las des pris , se puede calcular T cusl- 
auier p. Los valer dd {шас guis эе ра n ia ам па 
gráfico de la función Г (p) está en la fig: 


129. Calcular la integral de Euler— Poisson jew dz. 


Resolución. Electuamos la sustitución s! = t, de donde x = YF dr = 
= 400 / T) y, por consiguiente, 

а Уз A ЕГО 

Е dr ti et be pets aO r(i)- 


180. Calcular Г (—1/2). 
Resolución, Utilizando la fórmula ro МЕЕ, obtenemos 


ауле) газ ч 
+) A 062 - ys. 

131. Caleular Г (—9/2). 

Resolución, Utilizando la fórmula (5) para а = 1/2 y n = 5, resulta 


(4-8) (В) qa Ag = 
тата 505. 


182. Calcular Г (5/2). 
Resolución. Haciendo т = 2 en la fórmula (6), nos queda 


e уя. 
(33. Calcular Г (—4/3). 
Resolución. Utilizando la relación T (p) = fog, tenemos. 
A reum. La 
NA. 


E - ; ^ 
ret P s S de rm әна pe one 
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134. Calcular: 4) (—4/2)1; 2) (4/2); З) (8/2)1; 4) (0,24). 

Resolución. Por la formula (4) determinamos: 

2) C42) = T (4/2 + 4) = Т 2) = Y = 1,772; 

2) (2! = т (1/24 1) = T (3/2) = (1/2) Т (2) = 5/2 = 0,886; 
=. ДУО ОА). (8/2) T (8/2) = (3/2) 4/2) T (1/2) = ЗУ mà = 
СОЮ бу = Г (021 + 1) = Г (1,21) = 0,9156. (de la tabla 1). 

135. Calcular Г (5/3) -T (—5/9). 

Resolución, Encontramos 


п) (5) A= (5) иу - 
+5) r (+). 


ips que por la fórmula de complemento Г (+) г (1—4) =: S 
T entonces 
22 y3 


TU d 


136. Mostrar que P (5+ р) T($—7 mx 


Resolución, Haciendo en la fórmula (7) p = © + 1/2, obtonemos 


ele)» 


UT EN 


(87. TO, 9. 188. T (24) 499. T (8:2). 140. r (9. 
іи. slot. 142 ny 

144. Er (та): 1 Ey dol лоз). 
146. T (1/4)-T (4/4). 141. È Gr). T (5/4). 


148. Mostrar que (я) = gp Va. 
149. Mostrar que T(n-i) T(-m$)-C-0*2( 1, 
$5. 


„бшм Ма bota. So llama función bt (o integral de Buler de primer género) 
a la {м 


Be, ò= { ari (ist de. o 
4 
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La integral (4) esla función de dos parámetros p y q que converge cuando 
> 

E ОЕ e ашынан» ado раны, 9 ab, 2 Qi im 

Su kaco 01 cambio de la variable de Integración, haciendo = e sent t 


de qn E dD t varia do YA entonces la fórmula (1) to- 
mará la forma 


во, =2 { son!571 £ созї tdi, 
ё 


o bien 


Tener ease d o( zH, $E)a>0r>0. @ 
à 


А las formas (1) y (2) se reducen muchas integrales quo se resuelven en 
problemas, prácticos 


ores de la funci usa la siguiente dependencia 
entra e Pci bata y le Pa e Па siguiente depen 
TT (9) 
во, oA, ® 
Si q=1—p, entonces B(p, 15) e ULT GP (0« pct. 


тї TR 
Utilizando la función beta es fácil determinar el valor do Г (1/2). Sea p = 


=q = 1/2 entonces ВИР, 1/2) = A Como В (1/2, 1/2) = 


= B (1/2, 4 — 1/2) = s/sen (4/2) = n y T (1) = f, entonces T (1/2) = VF. 


x: 
50. Calcular | sen'zcos'zdz. 

з 
Resolución, Utilizando la fórmula (2) рата m = 6 y n = 8, obtenemos 


E 

" 1 л 9).1 rG/2r(2 5x 
{ ntsc +d} (5, q) E 
i 


(los valores de Г (7/2) y Г f теа calculados por Ta fórmula (8) del punto 1 
para m= 3 y m= á y T8) 0. 


cost" 


151. Calcular 
э 


Resolución, Hacemos cos t=1—2 Y E; entonces dtes 


Унух ука ds cos de 0 а 1. Entonces obtenemos 
p je а 
Loi op(i, Le i TU уя raap 
=P (e + 3) “ту а а B Ar rire 


Бае) тет)» (4) заи) 


ane X Vr eye 


152. Calcular [ут 
‚ 


Resolución, Reescribimos la integral dada en la forma james 


Utilizamos la sustitución 2=; entonces к= її, dem($/2) Pat y, por 
consiguiente, 


1 П 
àa کے‎ S eA. d. 
cd! nana} B ($, +)- 
5 PORTA _ tx 
Ба 


i 
153. Demostrar que si چ | د1‎ ha jz en- 


a 
[m 
Resolución. Hacemos zt = t, de donde de = (1/4) (%/4-1 dt. Entonces obte- 


ved enormen 4=} E: 


ne onm d. d) 


LA TOTUS TEATUD 
UA TA ~ тй > 
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puesto que T (5/4) = (1/4) Г (1/4). Por consiguiente, 


nhet. рар =з. 


Calcular: 
2 эз 

154. f матага 155. | sentzdz. 
i 


D 


156. | sen ázcos* 22 йт. 


a 
157. 1 sent х сові dz. 


А 
dz 
158. | а>0. 


Indicación: se sustituye хо жг, 


159. ]eve-9es 229. 


Indicación: so sustituye z"/a=t, 


n 
60. evi 


T 29-1 x 
161. [== ара. 


Indicación: se sustituye (1+2%)/2b=1/y. 


162. f Egy aci 


Indicación: se sustituye z= и/(1—ш). 
fo а 
|). 164. | sent . 
163. \ ПУ js z cos? (2/2) dz. 
Н 
de 
ш. | E. 


166. [2072 de 
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Indicación: se sustituye x=. 
1 

467, (aigada (n>0,m>0). 
i 


Indicación; se sustituye =t, 
а 
168. j Y'gzdz. 
з 


Indicación: se sustituye tg z=u?, 
aM 1 
jz 
169. vé 170. { ч 
72 
1. juriste (0<лп<1). 


а 
1-4 


E 
172. Exprosar IET mediante la función gamma 
i 


Capítulo Il. Integrales curvilíneas 
e integrales de superficie 


$ 1. Integrales curvilineas por la longitud 
de un arco y por las coordenadas 


Integral curvilînea de longitud de curvilínea de géne- 
ro 5; зы дое la función f (z, y) está mida y e contina en ls puntos di 
le una curva lisa X con ecuación y =p (z) (a & x < 5). 

ООО панинен al Ma en n arcos clemente г los 


a longitud del arco A, 


» Aer son Ay. 

ТҮҮСҮ paalo a silo 

ra A función f (b. ты) ea este 9 por la ЕЯ LH E 
ivo. 


longitud Aa, de 
PP Oma шла integral para la función 7 (e, y) de longitud dl areo AB a la 
suma que tiene la forma 5 f (bs m) А. 
Fo denomina integral ни дй а de Iongitd del arco AB. dela función f е, y) 


(o integral curvilínea de género 1) al límite do la suma intogral а condici 
que max As = 0: 


A LLL li, 3 16s. m) Arz 


а eg la diferencial del arco) 
La integral curvilínca de género 1 se determina por la fórmula 


è 
ream | een Y FOTOT ás. 
ás г 


га K está definida por las ecuaciones paramótricas z = z (f), y = 
-r0 cm ES entonces 


j е, nar et. OVA DD dt. 
k E 


Análogamente se determina y se calcula la integral curv 
de la función de tres variables / (z, у, s) de una curva espacial. si 


4. 1220 


al está delinida por las ecuaciones z = z (f), y = y (0, 2 = 3 (f) ( < 
1 < 1) entonces 


te 
j fen a= | пеш, »(0, УОТУ" (0-7 (9 at 
k à 


Si / (z, y) > 0, entonces la integra] curvilínea de género 1 È f (z, y) ds 


20 pu más quel masa de 1 euroa, K que tiene Je densidad variablo lind y = 
= j (2. y) (Interpretación 


Propiedades principales de una integral curvilinea 
de género I 

1°. Una tntegral curvilínea de género | no depende del sentido del camino de 
Ж 


} 1e, Darm | 10 ma. 
ES 


a | һе, hts — henas fnt ‚а. 


a feac nemef е, dn, dondo e=const 
E 


4%. St el contorno de Integración К está dividido en dos partes K, y Ky, env 
tonces 


pe п] te, ШИ! ыйа. 
Я 
Integral curvilínea de coordenadas (integral curvilínea de género 
a Tas funciones Р [or w) y O (2, y) continuas en los po ge arco АВ 
una curva lisa К que tiene la ecuación 517 [L3 
AA ba р т.т Diei hi sede 
nadas a la suma que tiene la forma 


È IP Gu, т) 3ı +O a, амі. 
“ 


donde Az» y Aya bon las iones del arco elemental sobre los ejes 0: 
e D ieu cer per m cedent Ye ЕНД 
11) de la expresión P (z, y) de + Q (z, y) dy en el arco orientado 48 

to de la suma Integral a condición de que max Aza > 0 y max Дуу — 0: 


j: Ple, de +O, Ий 


sda ELT 
pex 
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La ir 1 ilínea de 11 es el trabajo realizado la fı 
ушай FP E EE CI toe cantas ure AB dator 
ción mecánica). 


Propiedades principales de la integral curvilinea 
de género 11 


43, La integral curvilínea de género Yl cambia su signo por el opuesto, al 
invertir el camino de integración: 
f Pica - | Pás+0dy. 
EN à» 
2. f Pàzr+oav= | Paz f озу. 
E i ds 


Las demás propiedades son análogas a las de las integrales de L 
LA integral "cutvilinea de género ТЇ se calcula por la forma. "on 


è 
і Р, й4е+ов@, йду= Û (Pe, ФОН (9) Ole, е аа. 
Sí la curva К está definida por las ecuaciones paramétricas ғ = 2 (t), 
y= y (t), donde t < t < fs, entonces. 
| Р, d+ (e, dy 
р 
- fero, WOZ 04-01), v (Q1 (Oat. 
à 


La fórmula 


| Ре. у, даос, v, ddr Rs y, din 
x 


fero 10,017 0+ 01= (9, v 92 Oh (D+ 
ш HR {г (0). y (0, (ha (0) de. 
173. Calcular Í (z — y) ds donde K es el segmento de la recta 
desde A (0; 0) hasta B (4; 3). 


Resolución, La ecuación do la recta AB ti 
namos y” == 3/4 y, por consiguiente, 


la forma y = (3/4) т. Determi- 
e 
Jem (Ve Îdo}. 

| 


» 11 


174. Calcular [ее si z-ycosl у= Узі, 
0<t<wj2, 


Resolución, Determinemos dz = — ÊRÊ ш, dy = LE qt, Enton- 


2V cost 2V seni 


ces 


Ра 
f anie] (еу т. + 


— а 
tv) dz. 


175. Hallar la masa M del arco de la curva z= t, y = 0/2, 
17 8 0 11) өлк deidad lineal varía según la ley y = 
= Vy. 


Resolución. Tenemos 
peus 
м= | Vian) Vito PFF ie 
‚ : 
= | VERA | Viet R 2(n-)- 
D E 
+ 


nux: з, 1 
| VR (++) | > 


- (vicia 2:243). 
176. Hallar las coordenadas del centro de pM del arco de la 


cicloide z = t — sen t, у = 1 — cos t (0 < f < л). 


Resolución. Las coordenadas del contro de gravedad del arco homogéneo 
de la curva K se calculan por las fórmulas ° 


ib jon int fya 
i 
donde « es la longitud del arco, Tenemos. 


уя а- [VA 
à ; 
ma jon ае лен ра 
; 
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Entonces 


m 
ÉS 
а 
em Ea 


= [а j sen E sons +) =+ (+) =$ 


ipee a 


++} (son se f cos) at 


1 1 ЕЗ t] 4 

[зони]. 

Calcular las integrales cucvilíneas: 

177. | (2? — y?) dz + zy dy si el camino desde А (1; 1) hasta 
В (3; 4)'os el segmento de una recta. 

178. {| (z — yde + ( + y) dy si K es lo línea quebrada 
OAB donde O (0; 0), A (2; 0), B (4; 2). 

m. a si АВ es el arco de la parábola semicúbica y* = 

am 


= (4/9) 2° desde А (3; 2 V 3) hasta В (8; 32 Y 213). 

180. Í ydr — (y + a%) dy si K es el arco de Ja parábola y = 
= 2z — zà, dispuesto sobre el eje Oz y recorrido en el sentido de las 
agujas del reloj. 

181. È y dz + 2z dy si K es el contorno del rombo, recorrido en 
el sentido contrario al de las agujas del reloj, cuyos lados están sobre 
las rectas 2/3 + y/2 = Ti, 2/3— y/2 = +1. 

182. { 2z dy — Зу dz si К es el contorno del triángulo que tiene 
por vértices A (1; 2), В (3; 1), C (2; 5), recorrido en el sentido con- 
trario al de las agujas del reloj. 

189. Кы — S si K es el cuadrante 1 de la circunferencia z = 


== r cos t, y = r sen t, recorrido en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 


E 


184. | a'y dz + 2* dy si K es el contorno limitado por las pará- 
por 


к 
bolas у? = z, 2* = y y recorrido en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 
185. Hallar la masa del arco de la circunferencia z = cos t, y = 
sen t (0 < t < n) si su densidad lineal en el punto (z; y) es igual 


ay. 
186. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco homo- 
géneo de la curva y = ch z (0 < z < In. 
187. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco homo- 
géneo de la curva z = # cost, y = е sen t, 2 = e (—oo <1 0). 


188. Calcular ИЕЛ donde К es la circunferencia z*4- 


+yimaz 
à 

489. Calcular [+ donde K es la primera espira de la 
hélico асов, y=asent, z=bt. 

190. Hallar la masa de la primera espira de la hélico z = cos t, 
y = son f, z = t si la densidad en cada punto es igual al radio vector 
de este punto. 

191. Calcular | zy dz + yz dy + zz dz dondo ОА es un cuadran- 
o de la circunferencia z = cost, y = sen f, z = 1, recorrido en ol 
sentido de crecimento del parámetro £. 


$ 2. Independencia de una integral curvilinea 
de género Il del contorno de integración. 
Determinación de una función 
por su diferencial total 


Sean las funciones Р (z, (z, y) continuas al ! derivadi 
риши de primer оа d ы región daplemente cia D y dentia Rt 
que so encuentra por completo en esta región. 

Entonces la condición necesaría y suficiente de Independencia de la integral 


curvilinea Û P (s, y) de + Q (s, y dy con respecto al contorno de Integración 


es 4 cumplimiento en la región D de la Identidad 
ар 50. 
nx m 


Al observar las condiciones indicadas la cartiltnea referente a cual 
quier contarno cerrado C contenida en la región D es igual а cero: 


fr, mer+0(, 0-0. 
H 
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Para calcular la integral 
Gum 

P (s, y) dz--QG, Way 
зї 


т по depende del contorno de integración (o sea, la condición 22 ea 20 está 


erii а. calidad de la vía más ventajosa do integración convieno elegir la 
Жаа quebrada qus uns los puntos (вв уш Y (ei p) cuyos lados sen оз 
E 
A: AUNAR popa 
HQ. y) dy es la diferencial total de cierta función univoca U t4. 
o s, 


dU (a, y) = P (z, y) dz + Q (z, 0) dy. 
La función RA 2 PLETED ке» hallar calculando la integral cur~ 


vilínea por la ya) es un punto fi pne 
Hon B pes fone aal d'y el punto Ау Ше as e tuy 
Entonces, a Jo ls "Als tenemos y = yo Y dy = O y a lo largo de A 


zc const, 
Como resultado obtenemos la fórmula siguiente 


шо, »j Ро ида foc. nac. 
ù 


Análogamente, бйр en la línea quebrada А,А,В, donde Ay (26; vl, 
os queda 


Ut, de j ош + P(s dec. 


» 


ai 
192. Calcular 7= ў (x 4-8y) dz +(y + 32) dy. 
din 
Resolución. La integral dada no doponde del contorno de integración, puesto 
que 


pd 669-5 Lo | 82) 3, 


о вов, AE (sobre todo el plano zOy). 

Escosems como camino de integración Ia linoa, quebrada cuyos lados son 
paralelos a 1o hs sjea d as coordenadas. Tenemos Ex primer tramo y = 1, 
Жы" * 2, a tramo т = 2, dz = 0, 1 < y < 2, Por con- 

ento, 


1= { ++ i ооа [ае [+ [+] = 
i 1 


=246—4—3+ Lc 0, 


193. Hallar la función primitiva U si 
= ly + ln (z + f)ldr + (z +1 — e) dy. 


Resolución. Tenemos P = y + In (r+ 1); Qm zi Фр mE = 


= 1 Sea у = 0, ye = O y do contomo К sirve la quebrada OMA (ig. 20). 
Entonces 


а А 
Up f ln ees] +My 
š 


= [z in (e + 1) — z + In (ed DR lay y — elf = 
Gh) A 


194. Uallar C (2, y) si 
a0 = (2+3) az + ( 


Resolución. Tenemos 


o 06-0: e 


е coordomadas en calidad de punto. 
міома P (н О. ао тир 
quio 


Aquí no se puede tomar 
(zoi vol, ya que para z = беу 


O tomas "рог ejemplo, pr 
Nay) Entonces 


бе, »-] Lane | ( 


= 


хауа +2 у — 140, 


Pig, 20 Hallar la función primitiva Û (z, 
y) por su diferencial total. 

195. dU = {es + cos (2 2 p de lero — cos (2 — у) + 21dy: 
4%. aU = (i-e AAA 
198. dU = бе — Ses de + (22 — ELA 

dU = i s ch y) de (sah a > 
a dU — (шша — «ln y de — (cmn y + буду. 

am 


201. Calcular (z + y) dz + (z — y) dy por diversos con- 


Ld 
tornos que unen los puntos 0 (0; 0) y M (n; л): 1) por la recta OM; 
2) por la curva y = z + sen z; 3) por la línea quebrada ОРМ, 
donde P (n; 0); 4) por la parábola у = тл. 
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202. Calcular $ zdy + y dz por diversos contornos cerrados: 


4) por la circunferencia z = cos, y = sen t; 2) por el contorno 
limitado por el arco de la parábola y = 2 y el segmento y = 1. 


$ 3. Fórmula de Green 

Sic лакан da le región: D y las funciones Р (z, y) y Q (z, y) junto 
con sus derivadas parciales 20 y FÊ son continuas en la rogión cerrada D (in- 
eluyendo la frontera С), AREA es válida la fórmula de Green 


Hraz+oa = | | (LE aran, 
Н > 


más el recorrido del contorno C se elige de modo que Ja región D quede a la 
jorda. 


203. Aplicando la fórmula do Green, calcular 7 = eg @+х 


X + (et W ду, ai С es el contorno, del triángulo con vértices 
М (2; 2), N (4; 3) recorrido en el sentido contrario al d. 
Mia del reloj. Comprobar el resultado por medio de la integración 


Resolución. Aquí Plz ge2(* ky). giz 0) = (x+y). Hallemos 


R-P agiye De este modo, 


тфа t+ art (+a y 2(—y) de dy, 


donde la región D es el triángulo. ZMN. La ecuación do la recta МУ =, 
la de MN iy m= =z + 4. Calculamos E DGA шне la región dada: 


2 
rai е «Тен | ay 
[= AF + +”] d= 


=4 


A ыл" 


224) drm [2-3 La ајр 


Calculamos ahora inmedistamento la integral curvilinea por el contorno С 
compuesto por los lados LM, MN, NL: 


1 atmak + | etary 
aik 
ea renato 


La ecuación LA: y = гу, por consigui dis: 
AEN + qo preto > 


La ecuación МІ :2 = 1, de suerte que d = 0, 3 >y > 1. 
De este modo, 


i Й 
I= | пентан | ерата 


i А 
Hee Ia) | (ads ] za 


i 1 
+} (rh — 64-16) а j (+ ay 
i 
[rr a =$. 
204. Aplicando la fórmula de Green, calcular $ —z'y dz + 


2 
+ zy? dy, donde С es la circunferencia z* + y? = А? recorrida en 
el sentido contrario al de las agujas del reloj. 


Resolución. Aquí P(e, = 27, Ole, е Entonces 50 es 
tjl. Por consiguiente, 


I=$ ана f j (+ drdy. 
ё > 


Introducimos las coordenadas polares: = = р cos 0, y = p sen Û, 0 0 < 
< 2л; de suerte que 


mor P 2 
i p-pdpdð = faf papm TR f a. AP. 
b i D 

205. Con ayuda de la fórmula de Green transformar la integral 
curvilínea Г = ф=+ Ла (22 + y?)] de + y In (z! — y?) dy, donde 
el contorno C limita la región Р. 

206. Aplicando la fórmula de Green, саїсшагф V7 F’ de + 
+ y lay + ln (z+ (у Т Dd donde C es el contorno del rec- 
Мо шо 1 < z« 4, РРА 
$ 4. Cálculo de un área 
cto da de a ма limitada por un contorno cerrado simple C so dotor- 

seb 
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EJ contorno de integración es recorrido de modo que la región limitada por el 
mismo quede a la izquierda (sentido positivo). 


207. Calcular el área de la figura limitada por las curvas y = 2? 
z= у, 8ш el área adyacente al origen 


Fig. 24 


Resolución, Resolviendo conjuntamente las ecuaciones do las curvas, balla- 
mos А (1/2; 1/4), Bs 1/2. Por consiguiente, 


st jJ] ЕТЕТ 
1 5 1 y 1 Г Š 
+r faea] aa | #— 


" 
| Уа 24202 0,43 (unidades cuadradas). 


208. Calcular el área limitada por la astroido z = a cos* t, y = 
= a sen* t, construyendo previamente la curva. 
Resolución. Para calcular el área utilizamos la fórmula 


S=- | zdy—y ds, donde dy=3a sent tcos tdt, de= 
E 


= —3е cos isen tdt, 0<!«ф2л. Por consiguiente, 
Seg. | Get cost (sent 14-80 sent cost dt 


perma T 


е 
аас вечне =. 


209. Calcular el área limitada por las parábolas y? = z, 22 

200. Callar el área limitada por la elipse z = cost, y 
=bs 

211. Calcular el área del cuadrilátero que tiene por vértices 
460,369.09, D (4: 0). 

Cal КҮ área de la figura limitada por el contorno OA BCO 
dk Е 3), В 0 (0; 0), ОА. BC, СО, son los segmen- 
o AAN исо de la parábola y = 4 — т. 

218. Calcular el área limitada por la cardioido z С 2r cos 1 — 
=r cos 2t, y = 2r sen t — r sen 2 


95 e de superficie. 


función contim 1 su 
den VI ekinida vo cleri терде D dal Hon Day и 
ARA deque m: 


lía 3 Рф. т ша] F(s у, 1) 45, 
1 s 


md 2 
donde A, os el área del icésimo elemento de la superficie 5, ol punto (ly: 
nce a ent elemento, dy es el dimelzo de esta elemento, Ё (e, y, 5) 
to. 
selección del lado de la superfi- 


cio $ en la cual so efectúa Ja i 
Si la le 5 sobre el plano Оу es univoca, la 
Em ADA o o es 


fires »s- [f LOI ANUS + (E) PR 


Si P (2, y, AN R s) son las funciones continuas y 5+ 
sa el ado (cns) @ 1 барай ot 5 caracterizado por la dirección de la nar- 
ША] п боба; соз; cot), entonces la respective integral de реу de 
мә ЇЇ se expreso adi 


iS Pdydi+Qdzdz+Ràzdy= i | (P cosa-+Q cos B+R con yas. 


A pagar al otro Indo (cara) S- do la superficie osta integral cambis su signo 


P Si рее só definida por la кашаа implícita Or y, mde 
entonces los cosenos di formal a esta superficie se de 
las fórmulas: 


momentos de inercia de una parte de la superficie con respecto a los ejes 
а ا‎ E 


Tos f + aS, тоу y ras, 
s 


тыт}! { сиза. 


Las coordenadas del centro de gravedad de una parte de la superficie se pueda » 
determinar por las fórmulas 5 ° ” 


{уа ў چ‎ 


donde S es el área do la parte dada de la superficie. 


244. Calcular I = [f (è + y*)AS, donde S es la parto do la 


жаршы cónica z? == z? 4 y*, comprendida entre los planos z = 0 
y 2-4 
Resolución, Tenemos. 


VRT RSS W VATE 
es 
VE Ey +($) dep Y A 


= Y Ē-dzdy. 
Entonces la integral buscada se transforma en la integral doble: 


12 | +- Узаг. 
о 


La región de integración D es el círculo z* + y* < 1, por eso 


a 4 a 
=3 | | r+vraray=ay2-| а {аит а-у. 
> i $ 


215. Hallar el momento de inercia de la semiesfera z = 
= Va F — yê con respecto al eje Oz. 
Resolución. Tenemos 
yr 
д: д: y? 
sey OE (E) иа» 


YAA 
tom | f еа | f 
s > 


De región de Integración sirve la proyección de la semiestera sobre el plano 
E set circulo EY у! 0 y por eu. pasando a Ши coordonadas polar, 
hiénemos 


Yos 
a= Mo اھ‎ | al or 


(la integral interior so puedo calcular con ayuda de la sustitución p = a sen t). 


216. Calcular las coordenadas del centro do gravedad del plano 
z = т limitado por los planos z + y = 1, y = 0, z = 0 (fig. 22). 


ста 
Um, 


Fig. 22 


« Determinamos el área de la parte indicada del plano z=7- 
‚© =0; por consiguiente 


сч е сы n 

sey ERG ews? fa | а= 
р è 

-vj giiia) -Vap [=L. 
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Entonces 


=} y Е 8 ai E T узө-:} ziz) asm 


1 yy 1 
z p" MEG * 
(po ha utilizado la ecuación del plano з = з). 


217. Hallar las coordenadas del centro de 
— (a? + y)/2, situada sobre el plano 20y. 

momento de inercia del paraboloide z = 
= (2% + 0902 con respecto al eje Oz para 0<2<1. 


219. Calcular f зуг d$, donde 5 es la parte de la superficie 


vedad de la parte de 


acm ar! và yt situada entre los planos z = 0 y z = 1. 


8 6. Fórmulas de Stokes y de Ostrogradski-Gauss. 
Elementos de la teoría del ST 
Bi lan funciones P = P (z. y, 3), О O (e, Du R =R Cs 0 on 
continuas junto con sus derivadas parcial les de prime superficie 


7 C es al contorno cerrado que imita la superticio 5, Mes ae ушЫ 
Jórmula de Stokes 


§ Par+oay+ Ras 


SUR) caat (22) ep (R Jo] as, 


donde cos а, cos B, cos y son los cosenos directores de la normal а la superficie S. 
La dirección de la normal se determina de modo que por parte de la normal el 
be до del contorno С parezca ocurrir еп el sentido ontario al de las agujas. 
reloj. 
LAT 


funciones P = P (e y, 2 оу. 1), R = R (e, 
EE Sul que Rat dial ERA AA a 
mado T dul opaco limitada pee anh suport Ll carrada 2, анон s 
Slide ЕЛ Ostrogradski— Gauss 


Pear con f +R соз рас е Xem еду, 


ва 


donde cos а, cos B. cos y son los cosenos directores de la normal exterior a la 
superficie 3. 

$i un vector variable F es la función vectorial de un punto del espacio: 
F = F (М) = P (r), donde M (zi у; 2). г = zi + yj + ak, entonces este vector 
determina el compo vectorial. En la forma de ides 

=P y hi 0G o nb RS y dk, 


donde Р = P (z, у, 3), Q = Q (z, у. 3), R = R (2, y, a) son les proyecciones 
del vector F sobre los ejes de las coordenadas. 

бе ama divergencia del campo vectorial РОМ) = Pi + Qj- Rk al 
escal 


A 
k 


Ж шеру pecera [к ренә 57 a la Inegral de supero 
Pas | | кав | | (P cosa +Q cosp+ R eos yas 
¡rus = |] 


La fórmula de Ostrogradski—Gauss en la forma vectorial tiene el aspecto 


Y ras- fere 
s 
о soa, la integral de dh 
men T, es igual al flujo del 
men. dado, 


ncia del campo sectorial F, ertendida sobre cierto volu- 
ector a través de la superficie 5 que limita el volus 


So denomina integral lineal del vector F por la curva К a la integral curvi- 


linoa po 


no es más que el trabajo del campo vectorial a lo largo de la curva X. Si 
contorno C es cerrado, entonces la integral lineal 


фте=ф Par+Ody +R de 
о e 


[renta 


se denomina circulación del campo vectorial F (M) a lo largo del contorno C. 
La fórmula de Stokes en la forme vectorial tieno el aspecio 


pa И вло Fas, 


© sea, la circulación del vector a lo largo del contorno de cierta superficie es tgual 
al flujo del rotor a través de esto superficie. 


220. Hallar la integral $ (z cos « 2 y cos B + z cos y) d$ ex- 


5 
tendida sobre la superficie de cualquier cuerpo. 
Resolución. Por la fórmula de Ostrogradski—Gauss tenemos. 


(т cost y cos B--s соз ү)48= 


mi TS 20) ar aya es 8 j акду а: 30, 


donde F es el volumen del cuerpo. 


221. Aplicando la fórmula de Ostrogradski-Ganss. transformar 
la integral de su 


= var E e dada Le dx dy 


en integral de volumen. 
Resolución. La integral dada se puede escribir así: 


Im 8t (ff cosa f сов В бону) аз 


y la última integral según la fórmula de Ostrogradskı-- Ganss es igual а 


222. Aplicando la fórmula de Stokes. hallar 1 — q ear 


— dy + z dz, si C es la circunferencia z* + y? — r, z = Û. 


5-1220 bi 


Resolución. Según la fórmula de Stokes tenemos. 
I=$ pititi 
è 


JUE ene (E) n (E) ear] 


donde Pîyî, Q=1, Rms. Por lo tanto, en el segundo miembro obten- 
dromos — | Залу cos y dS, donde 45 cos y=dzdy. Ahora bien, 
s 


ЕЕ 
E 
Suponiendo z= p cos 0, у= p sen 0, obtendremos 


A ttes f Pdp = 
р i 


E 
م‎ j ена) sen? 2040 


E 
-—L | (1—05 40) 39 = [mer TR. 


223. Hallar ol flujo del radio vector r a través do la cara exterior 

do la superficie de un cilindro circular 
recto, si el origen de las coordenadas 
coincido centro de la baso infe- 
rior del cilindro, R es el radio de la 
base del cilindro, A es su altura 
(fig. 23). 


Tenemos Ob, ar = f rn a3, poro 


la del radio vector r sobre li 
mkn Borin exterior la bass al Cilindro e iul 
la ба del radio T soperfiio lateral 
lo аа реон попы cal: Qe m 
= |) R 48 = RS, jat = аА. 
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La proyección del radio vector sobre la normal a la baso superior es igual 
a h, por consiguiente, Qb. sop = A- а-в 


gis modo, el Пај del vector r а través dela cara exterior dela super- 
icio a ө ОН o 


Q = 228% + RRR = 3n. 


224. Hallar el flujo del campo vectorial F = (2z — 2) i + 
+ (x + 22) j + Зай a través del lado del triángulo S, recortado del 
plano z + Ду + z — 4 = 0, por los planos de las coordenadas en 
aquella dirección de la normal al plano que forma con el eje Oz un 
ángulo agudo. 

Resolución. Tenemos. 


n= y Q1— 2) dy às-k (5420) dade Seda dy 
= y (As 4y +2—4) dy de + (2424) de de + 8 (4—z— 4y) dz dy = 
n 
=] 
і 


а з-за lies 
43 | а | Mame | [Bao |+ 
D 


ы» mno 
j вада | as f ermat 
3 è 


+ { [$ aorta ана [6-2 У 22. 
3 


225. Hallar la circulación del campo vectorial F = 
= (z + Зу + 23) 1 + (27 + 2)] + (z — y) К por el contorno del 
triángulo MNP, donde M (2; 0; 0), N (0: 3; 0), P (0; 0; 4). 
Resolución. Según la fórmula de Stokes ф Pdr = $ nsrot P dS, 
© 3 


donde 


1 j k 
П Ж 

T-| wo wo 
z+3y+2s 2342 :—у 


2= _ arta METETE 
a ll ашы е; 
+. 90222) _ 9024-33-22 

a ay 


i T" 


Aqui С os el contoroo del triángulo МР paca la onentación postiva, Esto 
зай A e ro Dien Se e Ay OR 
— 6 = 0. Por consiguiente, 


це 1 j атыр HU (ot Fiy браг (ot Ру, dads 4- 
y s 


ana = Jus Tnm farar 


Er jo Te je Tel Te 


X 4 gc [3 -7 ар E, 


226. Hallar la divergencia del campo vectorial A = zl i + 
4 ek, 
Вама, Según la demición div Am la + 5” MES. Ж, dme 
=”, Ay hs My. Por lo tanto, div A= ri, 
p Hallar la circulación del vector A = —oyi + oz) por la 
circunferencia z = а cost, y = а sen f en el sentido positivo. 


Resolución. Tenemos 


2a 
==! hop dr+urdy o | (at sent t+at cos! dto naf, 
г 


228. Heller. ol flujo del campo vectorial F = (у — 1) i + 
+ (z + y) j + yk a través del lado del triángulo 5, recortado del 
plano z + y 4 а — 1 = O por os planos de ls coordenadas. 


9. Hallar la circulación del campo vectorial Р = (z + y) i + 
7) k por el contorno del tiéngulo ABC, donde 
А (0; 0; 0). B (0; 1; 0), € (0; 0; 1). 

230. Mostrar que rot (grad u) = 0, o sea, el rotor del gradiente 
de un escalar cualquiera es igual a cero. 


Resolución. Puesto que las proyecciones del vector dol gradiente son 


las derivadas parciales: A, ж D, entonces 
i j k 
TEM AC 
rot (grad =| ar y 2: |= 
E 
бг у We 
ёш _ дш LE guo Pul 
(o Cari ne) a) 


бн 


231. Aplicando la fórmula de Stokes, ballar la integral curvilínea. 
$ + 2) dz + (в + 2) dy + (z + y) de, donde C es la circunteren- 


i 
cia a +p H? = а?, х у + 2= 0. 

232. Hallar la integral |È (2° cosa + y? 
tomada en la superficie de la esfera z* + y? + 2% = at, dondo a, 
son los ángulos de la normal exterior con los ejes de coordena 

233, Hallar || 10° — y?) сова + (а 2) cos B + 
+ (y? — 22) cos ү] dS, donde S es la cara exterior de la superficie 
de la semiesfera 2° + y? + 2% = а? ( > 0). 

234. Calcular ffe сова + y cos В + 2 cos y) d$, donde 5 es 


B + 2 cos y) dS 


d 
la cara exterior de la superficie del elipsoide z*/a* + y*/b* + ztic* = 


235. Calcular Цревна 2 dr dy, donde S es la 


cara exterior de la superficie del cilindro х*®- = a* 


(ъа, 
236. Hallar el flujo del vector F = #1 + yj + PK a través de 
la superficie lateral del cono z* + y* < (29) 2, 0 < 2 < h, 


. Hallar la divergencia del gradiente de la función u = e****. 
238. Hallar div (u X v). donde u == zi + yj + zk, v = yl + 


zj + ak. 

239. Hallar el flujo del radio vector r a través de la cara exterior 
de la superficie de un cono circular recto si ^ es la altura del cono 
y R, ol radio de la base, 

240. Hallar la circulación del vector A = —yi + zj por la cir- 
cunferencía z? + (у — 1)? = 1. 

241. Hallar la circulación del vector u = (z + 2) 1 +(2—yi+ 
+ zk por la olipse 2%/a* + y?/b? = 1. 

242. Hallar rot (ra) т, donder = zi + yj + zk, a = í + j + k. 

24 Hallar rot (r-a) b. donde r = zi + yj + zk, a =i } + 
+k, b=i-3—k 

244. Mostrar que div (a X b) = b rot a — a rot b. 

245. Mostrar que div (fA) = f div A + A grad f 


Capitulo ili. Series 


$ 1. Series numéricas 


ys Dy шу. Бл, ss donde wy = 7 (n) es una sucesión numérica 
шша. La Grp 


аатта 


Mama serie numérica infinita Di yaf t Ug, Ugs ss, un S6 dicen tér- 
узуш us sua Siria so escribo 


frecuentemente en la forma 


ima de Маде de una serio numis s designa 
Mc Dir nid d 


visti aM 


serio se dice. jente si su suma parcial tien: 
«ашы ás mado de es a Hf fiio e ol Ba Ur 


Ойле, $ ha медо el nombro de cuma de la sorio, Por А сорга si la 
pi Мыл tiende, cuendo m — co, a un límite finito, 


acapad.e.e ti... (ol <4) 
ppc p ee теда geométrica decreciente cualquiera 


ÓN 
Tamada 


"Enano Jn tras principales sobre las saries miis convar- 
= T . $1 converge la serie 
"kw. 
entonces converge también la serie 
"өы E mys E a IE 
10 


obtenida de la serie dada omitiendo los primeros m términos (esta última serio se 
denomina mésimo resto de la serio inicial); y viceversa, de la convergencia del 
т-#ито resto de la serie se desprende la convergencia de la serie dada. 

2. Si converge la serte 


"uuu. 
y su suma es el número S, entonces converge también la serie 
ащ + a + au +. 


además , la suma de la última serte es igual a aS. 
3. St convergen las series 


pl bs 
que tienen las sumas S y о, respectivamente, entonces converge también la serie 


(ur + 04) + (us + 09) + (us + 09) Rees 


siendo la suma de esta última serie igual a S + 0. 
4. 50 la serie 
“tutut. 
converge, entonces lim u == O, o sea, cuando n- œ, el límite del término 
ferret de la serle convergente es igual a cero (criterio necesario do convergencia 
е una serie). 
Por lo tanto, al lim un 0, entonces la serie diverge. 


Citamos los criterios más importantes de convergencia y divergencia de 


series que tienen términos pos 
Primer criterto de comparación. dadas dos series con términos positivos: 


uu bs Fee y bs (0 


Dat va H og Feces Fon Fee @ 


además, cada término de la serie (1) supere el término respectivo de la serte (2), 
о sea, un & Un (п = 4, 2, 3, ...). Entonces sl converge la serte E converge 
ш la жы, PA la serte (1), кеу la serte (2) e 
iste criterio sigue en vigencia si las desigualdades u, < vy so cumpl 
mo para todos los m, sino comenzando de cierto número n = A. 
Segundo criterio de comparación. Si existe un limite finito y distinto de cero 


lim (unlon) = k, entonces ambas sertes Ў un y Y) v, simultáneamente con- 
noo کہ " کہ‎ 


vergen o simultáneamente divergen. 
Criterio de Cauchy. Si pora una serte 


mutuh.. ++... 
existe lim Vus = C, entonces esta serie converge cuando C < 1 y diverge cuan- 
do Cd. 

Criterio de d'Alembert St para una serte 


MA po tut 
existe lim (шуш) = D, esta serte converge cuando D < А y dtverge cuando 
sae” 


Criterio integral. Si } (2) para z > 1 es una función continua, positiva y 


monótona decreciente, entonces la serie У) u, donde us = f (n), converge o diverge 
E 


en dependencia det lecho de que coneja o deje la ttal Í ш) dz 


1 

Examinemos ahora las series coyus términos tienen siguos distintos. 

Se llama serie alternada a la que сше la forma 

ааа 
donde up 2>0 (а= 1, 2, 3,.. 2. 

Criera de consergencia de una serte alternada (criterio de Leibnis) Una serte 
alternada converge si los valores absolutos de sus términos бестесеп y el término 
general tiende a cere, o see, si se cumplen dos condiciones siguientes: 1) u, > 
Sug >a >.<. y 2) dm m = O 

Tomamos la suma parcial n-ésima de unu serie alternada para la cual se 
cumple el criterio de Leibniz: 


EC. 


Supongamos que А, es el wésimo resto do la serie. Esto resto se puede escribir 
como diferencia entre la suma de la sorio 5 y la suma porcial n-ésima Sp, 
© sen, Rp = S — Sy. No es dificil ver que 


Bp = ub y € 


Ra = HD (unta = a E ga m ea H < a) 


El valor | Л, | se estima con ayuda de la desigualdad | Я, | < шу. 
Tum 1 deponer citer атта prepdete! de ls deis de lios dp 
signos cualesquiera (o sea, sens alternadas y seres con alteración arbitraria 
de los signos de sus términos). 
La serio alternada 


yu eee eee 
converge si convergo la serie 
IPTE 


En esto caso la seri 


} un se llamo absolutamente convergente. 
E 


La serie convergente У) un se denomina condicionalmente convergente 
ж 


si la serie Y) lun] diverge. 


E 
Sila serie У ш, converge absolutamente, entonces la serie obtenida des- 


do cualquier reordenación de un conjunto infinito de sus términos converge 
Кшм y Urea i miami ma qut l aere inei 


Si la serie Ў) u, converge condicionalmente, entonces al reordenar un 
conjunto infinito de sus términos la suma de la serie puede cambiar, En parti- 


cular, reordenando (permutando) los términos de una serie condicionalmente 
ранае la pu kanalot en sre divergente. 


m 


ER converge tanla 
absolutamente la serie 
gr биз + эры) + (ty + uapa ug) +. 
aaa H grs ана de en) e 
Esta serie se llama producto de las series 
mtutu. yn hse 


Su suma es igual а 5,5. 


246. Se da el término general de la serie u, = ат . Escribir 


los primeros cuatro términos de la seri 
Resolución. Si n = 1, entonces ш, = 1/14; entonces u, = 2/101; 
SUI si num. 4, entonces wa АЛО: Ja serio вә 

orma 


de: FE | 4 
Каан саа. *** ° 
247. Hallar el término general de la serie 


T EE. 
ts x R88 

Resolución. Los mumeradores consecutivos forman la jón aritmética 
PES el mésimo término de la progresión lo determinamos por la 
fórmula an = + d (n— 1). Aquí m= 1, dm 2, por өю an em 2n — 
Los denomínadores consecutivos forman Ja "progresión geométrica 2 2n 2 
24, ...; ol mésimo término de esta ¡ón es; = 2». Por consiguiente, e 
término general de la serie xp = (Za — 1) 


248. Hallar el término general de la serio 
2 HU 413 sy 
SHR GG) 
Resolución. El exponente de la potencia de cada término coincide con el 


número de esto término, por oso el o de la potencia del n-éximo término 
A бе etse: fore de ls acciones 28, Л, 4/4, SÍ... on 


aritmética con el primer término igual a 3 y la diferencia igual a 


"a 
guiente el suésimo denominador e$ igual a án — 1. Por Jo tanto, ol пепо 

агу" 
1 


general de Ja serio es ш, = («7 
249. Hallar la suma de la зегі 


Resolución. Tenemos un = 


entonces 


— Н+ 


Por consiguiente, 
7) ва) = 
SAR ta) (ара): 

Como lim Sx: 


tim (17) m sente converge y su suma " 
мша. 


250. Hallar la suma de la srie с. 


Resolución, Ropresentamos el término general de la serie un= 
FIAT * forma de la suma de las fracciones elementales: 


1 A В [4 
аса ааа 


Multiplieando por el denominador del primer miembro, llegamos а la identidad 
14 (n + 1) (n + 2) + 8, (1 +2) + Cn (n +4). 


ФА A mif pam n = — 
= 1/2. Do esto modo, 


мео o (ht): 
De aquí, 
че (+). ке 
e e 


Li Sis A зз а, эу 
MEUM ARA DUREE MK B 
1 2 1 1 
+оо а lit a) 


De suerte que lim S, = 1/4; por consiguiente la serie converge y su suma 
DIU ss 


251. Investigar la convergencia de la serio 
зыр. 


Resolución. La serie está compuesta términos de la sión 
auae Il dean y pere cobre: Vamos e dinar ls 


de la serie, Aquí а = 2/3, а = 102 (denominador de la progresión). Por consi- 


252. Investigar la convergencia de la serie 
1 1 4 1 
ditur ap x e 
Resolución. La serie dada está obtenida por la omisión armónica de los 
primeros diez Чагры. Por consiguiente, ella diverge. 
253. Investigar la convergencia de la serie 
EA 
ES SS Sa о. 
cog etn. Encontramos el término general de la sorio uy = n/(8n'— 4). 
no 
a toa 
A TT 
о sea, lim un чё Û, la serie diverge (no se cumple la condición necesaria). 
ы 


254. Investigar la convergencia де la serie 
0,5 + 0,54 + 0,501 + 0,5004 +... 
Resolución. Aquí un = 0,5 + (0,4), lim u, = 0,5 y+ O y la serio diverge. 
255. Investigar la convergencia de la serie У, P 
E 


Resolución. Los términos de esta serio son menores que los términos res- 


poctivos do la serie Sizs o sea, de la serie +4 +f +... Poro Ia 
última serie converge como ¡ón geométrica infinita decreciente. Por lo 
santo, converge también la serje dada. 


256. Investigar la convergencia de la serie 
SN 


Resolución. Los términos de esta serie, comenzando del segundo, son mayo- 
Pr que los términos respectivos de la serio armónica. Por consiguiente, la scio 
ergo. 
257. Investigar la convergencia de la serie que tiene el térmi- 
по general u, = 


Xm 


Resolución, Comparamos esta serie con la serie en la cual el término general 


= 1029 (o ses, con geométrica infinita decreciente), Apli- 
mos d segu Gao de compara citn de la ме ina 
lim 53 : 


Puesto que е айе es finito y distinto de ceroy la serie J} d; converge, 
entonces converge también la serie dada. зи 
258. Investigar la convergencia de la serie 
LE NR CE 1 
Tt p 44 


Дана. Aquí un = 089 — 1). Compara 
armónica en la cual va = 1 m 


sorie dada con la serio 


Por lo tanto, la serio dada diverge. 
259. Investi 


г la convergencia de la serie 
HH 
Resolución. Tonemos "T (zu). Aquí es cómodo aplicar el cri- 


terio de Cauchy, puesto que з= gg Y el limite de la ilium srac- 
ción se determina sencillamente: 


C= lim Уш= lim урт E E 
Cono Cic ани чатыр, 


como C > 1, la serie converge. 
261. Investigar la convergencia de la serie 


T6 


Resolución. Aplicamos el criterio de d'Alembert; tenemos u, = 29/119, 
базы = IN +. 1®, шый = 28800 + 1), өз decir, 


Como D > 1, la serie diverge. 
262. Investigar la convergencia de la serie 
4 2 3 á 5 
vitstsystw*tsystos 
Resolución, Aqui dy = nl, upp = (n + DISO DA, uppii = 
= (r HARV: por eso 
ati HE. 
ln 12m - VE EE 
Por lo tanto, la serlo converge. 
263. Investigar la convergencia de la serie 
Popup 
Resolución. Tenemos = 10%nl, = 40"+\/( LU uy, = 
ilr D D Ша S 1) Or D er te o ма, ln varie" Congo. 
КЗ 
264, Investigar la convergencia de la serie 
ieu. 
Resolución. Ten Mnt, uppa = Ain + 49, pal = ILL 
Ali i Ln, D = Шак оС P ПЭ Таоци 


ayuda del criterio de d'Alembert no se logra resolver la cuestión acerca de la 
convergencia. de la seri 


Aplicamos el criterio integral: up =. por consiguionto, f at, 


| = Ê |=. La integral converge (es una cantidad finita), por oso 
1 
converge también la serie dada. 


265. Investigar la convergencia de la serie 


t bs 1 
Tn Ting Кт К 


Resolución. Aplicamos el criterio integral: 


ы: 4 1 
“aaa? (OA 
» е + 
de -{ ZHI 
j CFÜhcTÜ-)WexÜ 


La intogral diverge, por eso diverge también la serie dada. 


һа (HIF =. 


266. Investigar la convergencia de la serie 


2 3 4 
2 == Шак == иш == шры 
Resolución. Apliquemos S mii de аы, Puesto que 
2 1 $ 
TH WE EH ED THT SPA 
entonces 


2 3 4 
TAS FAST 


Por consiguiente, está cumplida la primera condi 
niz. Puesto que un = n/(ni -+ 1), tenemos 


del criterio de Leib- 


rl 
o sen, está cumplida la segunda condición. La serie converge. 
267. Investigar la convergencia de la serio 
14 — 1,01 + 1,001 — 1,0001 + 
Resolución. La primera condición del criterio do Leibniz so cumple: 4.1 > 
> 1,01 > 4,001 > 1,0004 ...; por otro lado, =1 + m= 


= lim (++, )-* Puesto que lim ш, y 0, no está cumplida la condi- 
E cues riada КОЕСЫ co йч. 
268. Investigar la convergencia de la serie 
11441... 


is tén. El término general де la serie no tiende a coro, por oo la sorio 
liverge. 


260. Investigar la convergencia de la serie 
1 i 1 t 1 
арене. 
Resolución. Reines. la € de valores absolutos: 
iR RH SS 
gue Al pa ESATE SAS ra, PR dee 
270. Hallar el producto de las series absolutamente convergentes 
1+ +++ p ipee 
CHR RE Se pes. 
18 


Begolución. El producto de las series (según la definición dada en le 
pág. 18 es la seri 


tpe) (чч) + 
канган). 


(ауре). 


о bien 


HA OHD HA F223 а 2)... 


en A аат) e 


Puesto que q; prar =À (beni, 2, ...) la serio se puede escribir on la 
forma 
ЕТТИ үк 


MY Н 0 


о bien 


271. Escribir los primeros cuatro términos do la serio 5 те: 


- 
272. Escribir los primeros cuatro términos de la serie 3 w= 


Escribir las fórmulas de los términos generales de las so bn 


23. + + 10000 


MAA 
tt 
me cod 

Hallar las sumas de las series: 


ho... 


277. ptit я 


218. 3 LI Я 


1 
midst 


281. Con ayuda del criterio necesario mostrar que la serie 
AAA diverge. 


282. Mostrar que la serie J} diverge. 
1 


Án 
my 
Investigar la convergencia de las series con ayuda del primer 
criterio de comparación: 
E E 
28.41; «3 + te T+ 
2 om 
284. Ў ттт 
Investigar la convergoncia de las series, valiéndoso del segundo 
criterio de comparación: 


241, B+ эн 
H6 + Тр + 


Бей compare ө, TM 
286. p 1 


Valiéndoso del criterio de Cauchy, investigar la convergencia de 
las series: 


Batni 

i (a+ 

288. Ч (241) + (2,01 + (2,001) + 

Valiéndose del criterio de d'Alembert, investigar la convergencia 
de las serie: à > 

ж. (s) Tr ds jen J ет 

m. +0) to) з (10, 

Valiéndoso del criterio integral investigar la convergencia do las 
serios: 

и. X sip 

e 
1 x 4 

29. Toy Ра 9997 6 
т. se sica ds Ine decias de MNA. e alg 
y determinar el carácter de la convergencia (absoluta, 


condicional): 
124,7_0 
28. 3-435. 
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294. 1,1— 1,02--1,003— 1,0004 + . 
m$ суран. 

296. t e ru RR ee 
291.85484—3$—9 45 +3 dp 3p 
Investigar la convergencia de las series; 

298. 1H EA 
290. 151-4 pss. 
300. dx tarte 
301. rta * ++ РХ 
302. HSA + 


305. 1+ 4 
06. Рабле: SERE 
" 2757192 ^ 1 mim" pingin aite 
t 1 1 
307. tratare. 


308. mr — T pat 
yu uid 4 ^ 
во 173. T243 HE 
310. 1—4. 
1,2 
ok +3 
м2. dod 


4 
Р 1 1 1 \ 
313. тта латтар 55 
314. Hallar el producto de las series absolutamonto convergen- 


ETA CEN 
tes Ру AA 
315. Mostrar que la serie ACTES ир, converge 


absolutamente y olevarla al cuadrado (multiplicari por sí misma). 


5 2 Series de iune: ет 


La serio 
ш (2) + Gm bes Goes 


e—iz2u i 


cuyos términos sor" funciones de т se llama serie de funciones. El conjunto de 
valores de z con los cuales las funciones и (2). шу (2), . ><, Un (S)... están 


determinadas y la serie $) x, (z) converge se denomina región de convergencia 


de la serio do funciones. La región de convergencia de una serie de funciones 
Suelo ser con más Irecuencia un intervalo cualquiera del eje Os. A cada valor on 
la región de convergencia X le corresponde un valor determinado de 


Jim Y] un (21. Esta cantidad que es una función de z ha recibido el nombro de 
med, 

suma de una serio de funciones y so designa por S (2). 

qo, eprsmlenus Ja suma de una ser en forma 5 (s) = S, (3) + Ry (9, 


S, @) = а (2) + aa (2) +... а, (д), An (2) = шы (2) ra) +... 


(А, (x) es el resto do la serio de funciones ]. 

La serlo convergente de funciones Y) un (s) se llama unijormemente con- 
vergente en cierta región X ы para cada шипего е > 0 lan pequeño como se 
desee, existe un número eatero positivo N tal que, cuando n > N, so cumpla 
lo desigualdad | R, (z)| < € para cualquier z en la región X. Además, la 
suma $ (s) de una serio uniformemente convergente У а, (2) en la región X, 

a 


donde u, (z) (n = 1, 2, 3, ...) son funciones continuas, es una función conti- 


ma. 
Parmulemos ol criterio suficiente do la convergencia uniforme de una serie 
de funciones, o sen, el ertterio de Weierdrass. 


St las funciones r), Uy (2), . . ., п (2) por su calor absoluto no superan 
en cet región X A rl EORR 
numerica 


meia. 
converge, entonces la serie de Junciones 
wı (e) + ua а (o) se lt. 


geyra la integración y deri 
amos ferentes a la inl leriva- 
ción de las seres Гозо. о, а 
4. St la serte ш (2) + ша (2) + us (s) +... ., donde u, (2), ua (2), u (а)... 
ton funciones continuas, converge uniformemente en cierta región X y Hene la suma 
S (2), entonces la serle 


n à n 
Jue ое jug art... 


è 
converge y tiene la suma | 8 (z) dz (el intervalo [a, 6] pertenece a la región X). 


2. Sea que las funciones s, (z), u; (z), están delinidas en cierta 
sesión X y uenen en esta кй las erii ed) ud) ad а 
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Bt mm eti región la ste Yi wh G) وی موک‎ шгек ns 
suma es igual a la derivada de la suma de la serie inicial: 
2 =) wn]. 


316. Se da la serie de funciones 
Az 


(Ж 
matile) mA 
Investigar la convergencia de la serie en es puntos 2 =0y z = f. 
Resolución. En el punto z = O obtenemos la serie 


iind 


Aquí, an, 208 — 0), uns = 2n +1). Aplicamos el criterio de 


Jm SET р-на рт =” 


о sea, D > 4. Por consiguiente, la serie diverge. 
En el punto z = 1 obtenemos la serie 


He... 
AQUÍ up = 1/3" (2n — 4)), uaa = 1n n + 1); 


D=lim TEL 


lamos 


D-lim Hat LE = + lim + 
o sea, la serie converge. 


317. Hallar la región de convergencia de la serio 


1 4 , 
Tee RR REB 

Resolución. Encontramos el término general de la serie и, = 4/(1 + 21M), 
Sil z1 < 1, entonces lm uy = lim = 1: puesto que dim uy 3 0, 
Jp serie зато, Si | Г 1, омада también obtenemos J seño divergente 
1 
{++ +. 

ваї > 4, entonces los términos de la serio dada son menores que Tos 
dela sorio geométrica infinita decreciente + atat ..,0 sea la serie 


уг 


e. ES] 


318. Mostrar que la serio 
— 1 1 1 
TT REEL 
converge uniformemente para todos los valores de 7 (—co < z < 
< +00). 
Remlución, La se 


el criterio de Lei 
VR, (E <2 Bnr 


dada converge, cualquiera que sea el valor do z 
a io м 


Puesto que las desigualdades Ly < e y n > Ê — 1 son equivalentes, 
entonces, tomando т >N, dondo, JV es ов número entero positivo cualquiera 
quo satisfaga la condición N 1. Megamos a la desigualdad | R, (2) | < 


Es, Df aseo que la serie dada converge unilormemento on el intervalo 


319. Mostrar que la serie У) 2^ convorge uniformemente en el 
E 
intervalo ]— 4, 10. 

Resolución. En ol intervalo indicado la serie A como quen 
geométrica jnfimiamente decreciente. Tenomos Ry (9) = zh* 4. nrt + 
amd, о жа, Rp (2) er 29а — z). Pero Clim | А, (z) | = 1/2, 

lim R (2) = о. Por consiguiente, tomando e > 1/2, no podemos lograr 
cumpla para cualquier valor do z. Por lo tanto, la serie 


uc [o desigualdad 
Ў an converge 


о uniformemente 


320. Con ayuda del criterio de Weierstrass mostrar que la serio 


sen к+}--ур-зепё2т-+--ур-зөеп3г +... 
converge uniformemente en el intervalo ]—оо, +0ol. 
Resolución. Possto que | sent ns | < $ y la serie ++... 
converge, entonces la sorie dada converge uniformemente cualesquiera que 
sean los valores de з. 


ЗИ, ¿Se de puede aplicar а la serie атша yog- 


MET AMT 
a término de las serios? 


el teorema de derivación término 


E 


Resolución. Vamos a comparar la serie dada con la convergente 
тнт 
(para una = fija cualquiera). Entonces u, (x) = arctg (zn, v. @) = xir. 


Puesto que aretg a y а son infinitésimos equivalentes, entonces lim g2 B- 
== 1 y según el segundo criterio de comparación llegamos a Ja conclusión de que 


la serio dad: 1 
“Ңацашов la derivada del término general de la serie dada; 


Р умт Ld 
"AOT VERAT C 


La serio compuesta por las derivadas tiene la forma 
1 2V3 3 ¿ AVÀ 
жргн к ME 
Notemos que los términos de la última serie son menores que los términos 
respectivos de la serie convergente 4 + gg gra +... - Por consiguiente, 
conforme al criterio do Weierstrass la serie compuesta por las derivadas conver- 


go uniformemento en el intervalo 1—2, eo] y a la serie dada se le puede apli- 
саг el teorema de derivación de las series. 


322. ¿Es correcto que a la serie 
сова p «cos 2r +37 00832 + cot dress 


so le aplique el teorema de integración de las series de funciones en 
el intervalo [л/4, 1/3)? 
Resolución. Los términos do la serie dada, cualquiera que sea el valor de z, 


son en valor absoluto menores que los términos respectivos de la progrosión 
geométrica infinita decreciente 


UHR 3 
el criterio de Weierstrass Ja serie dada converge uniformemente en 
el inte! чо, eel y, por consiguiente, se lo puede aplicar el teorema de 


integración de las serios рага un intervalo finito cualquiera (a, 2], en particular, 
para el intervalo [n/4, 2/3]. 


323. Se da la serie de funciones 
+ 3+1 02 LZ2 үз 
apent lamn) GA 
¿Converge la sorie en los puntos z = 4, z = 2 y z = 3? 
324. Investigar la convergencia de la serie de funciones 


dl arhe 404 2E Gh le 8 + GT ene OP es 


ов Јов puntos z = 4 y z= 


325. Hallar la región de convergencia de la serie 
جا‎ T ای کو‎ 
326. Hallar la región de convergencia de la serie 
+ 
327. Hallar la región de convergencia de la serie 
1 £ 1 4 
за е IÓ 


328. Mostrar que la serio 3 GL converge uniformemente 


en el intervalo ]—oo, -++ col. 
Mostrar que la serie 


Sie A EA 


converge uniformemente en el intervalo [—1, 1]. 
Mostrar que la serie 
БЕ ее 


converge no uniformemente en el intervalo ]—2, 21. 
331. Mostrar que la serie 


sen 2-- V 3cosz + (аз Eye Acoso Qr yes... 


converge en el intervalo ]—co, +0ol y determinar el carácter de la 
convergencia. 


332. ¿Se puedo aplicar a la serie 


€———— 


el teorema de derivación de las series de rM 
833. ¿Se puede aplicar a la serie 1 E AERE + we 


+... el teorema de integración do las series de funciones on un 
Intervalo finito cualquiera [а, b]? 
334. ¿Se puede aplicar a la serie 


(2?! + 1) + 2 (2 --1* +3 (22 19 + 4) Lu. 
el teorema de derivación de las series de funciones? 
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$ 3. Series de potencias 
Una serie de funciones de la forma 
da (z — a) + aq (2 — a)* +... + (a e)" + <. 


dondo a, а. ay, i sri ар son números reales, so Паша serie de potencias, 

La propiedad principal de series de potencias consiste en que sf la serte de 
potencias converge cuando z = ту, entonces ella converge (y, además, absolutamen- 
te) para cualquier valor de x que satisfaga la desigualdad | = — a | < | zo — a | 
(teorema de Abel). 

"Опо do los corolarios del teorema do Abel os el hecho do que para toda se- 
rie do potencias existe un Intervalo de convergencia | z — a | < R, o bien a — 
— В < а < а + R con centro en el punto a, dentro del cual una serie de 

toncias converge absolutamente y fuera del cual olla diverge. En los extremos 

lel intervalo de convergencia (en los puntos z= А + R) diversas series de 

potencias se comportan de un modo diferente: unas convergen absolutamente on 

ambos extremos; otras convergen condicionalmente en extremos, o bien 

em uno de ellos convergen condicionalmente y en el otro divergen; unas terceras 
divergen en ambos extremos. 

Ef número A, o sea, la mitad de la longitud del intervalo de convergencia, 
se llama radio de convergencia de una serie de potencias. En casos particulares 
el radio de convergencia R de una serie puede ser igual a сего o infinito. Si 
R = 0, entonces una serie de potencias sólo converge que para z= a; si Я = 
= œ, entonces la serie converge sobre todo el eje numérico. 

Para encontrar el intervalo o el radio de convergencia de una serio de poten- 
cins se puedo usar uno de los procedimientos siguientes. 


19 El ninguns de los cosficiontes de la serie а, а... an, s. igual 
а cero, o sea, Ja serie contiene sólo las potencias enteras positivas de la dife- 
rencia = — intonces 
R= lim lkl w 
БАЕ 


a condición de que este límite (finito o infinito) exista. 
2. Si Ta sere inicial tiene la forma 


ag + a (e a)? + a. (z — a)? +... a (e — PA 
(donde р es un cierto número positivo entero: 2, 3, ...), entonces 


@ 


3. Si la serie tiene coeficientes iguales a cero y k 
tes de la diferencia z — a que han quedado en la serie es cualquiera (o sea, no 
forma ш п aritmética, como en el caso precedente), entonces el radio 
de convergencia se puede determinar por la fórmula 


jucesión de los exponen- 


1 
R= 

та enî 8 

en la cual se utilizan solamente los valores a, distintos del cero. (Esta fórmula 


вз útil también en los casos 1 y 2). 
. En todos los casos el intervalo de convergencia se puede determinar 


LIII LLL 


(aquí ue = ае, ик (x) = 0, (г — a). donde la dependencia do N con respecto 
а n puede ser cualquiera, con ello por a, no se designa el coeficiente de (z — шул 
sino el coeficiente del n-esimo término de la serie), se encuentra el intervalo de 
convergencia cun ayuda de las desigualdades: 


ш, 
Г 
lim 7 


Notemos la siguiente propiedad de series de potencias: las sertes obtenidas 
mediante derivación o integración término a término de una serie de priencias 
tienen el mismo intervalo de convergencia y la suma de las mismas dentro del inter- 
valo de convergencia es igual. respectivamente, a la derivada y a la integral de la 
suma de la serie inicial. 


1-<1 о bien lun 9 Tas] t. 


De este modo, si (5) Ў, entra)”. entonces 5' (у= Ў) nan rt, 
2 E 


x CS 
[seras X nel, donde —H«z—a« В. 
El , 


m 

Los operaciones de derivación e integración término a término se pueden 
efectuar todas las veces que so quiera con una serie de potencias. Por consiguion- 
е а suma de una serie de potencias dentrv de su intervalo бе convergencia es 
función infinitamente derivable. 


335. Investigar la convergencia de la se 


de potencias 


ps 


Resolucion Aqui a = Um, apga = Min + 1). Determínomos el radio do 
convergencia de la serie: 


tn‏ +| ا 


уе (н) 


Por lo lanto, la serie converge para los valores de z que satisfacen la de- 
sigualdad —1 < z < 1. 
Investígamos la convergencia de la sene en los extremos del intervalo. St 


а = 1, entonces obtenemos la serie armónica 14 54 {+ } + Ja 
ido, diverge. Si z = —1, entonces obtenemos la serie —1 + 
+ Esta serie converge, ya que satisface las condiciones 


¡ón de convergencia de la serie de potencias se deter- 
doble —1 <2 <1. 


396. Investigar la convergencia de Ja serie 
(22) (0—22 (2—20... 
Resolución. Aquí ay = Unt, а, ау = Ain + 1)% 


R= һа LEE hm (144)? 


ES 


Por consiguiente, la serie converge si —1 < x — 2 < 4, o sea, 1 < z < 8. 
Tavestigainos la e Epi dE ja serie en Jos extremos del intervalo. 


Si z = 3, obtenemos la serie 1 +3 + $+ j + <. la cual converge, ya que 
Ja serio 1 + j + f + j + --— converge cuando р > 4. SI z = 4, obtenemos 


Ja see —4 + L— iti — s Esta serie converge (ademés, absoluta- 


menw), puesto que converge la serie compuesta por los #alores absolutos de 
sus términos. 


te rie de 1 z que sati 
A с акылы саана 
337. Investigar la convergencia de la serie 
11 (z — 5) + 2! (z — 5) + 31 (= — 5} + 


Resolución. Aquí a, = nl, ang, = (n + 9l; 


б nt 128... 1 
Re X M REEL EUM Ec 


La serie converge solamente cuando z — 5 = 0, o sea, en el punto z = 5. 


338. Investigar la convergencia de la serie 
z را‎ 15 
43v 
Resolución, Tenemos ay = tinl, aya, = 10а + 1), ag = 0; 
ne pim f 


Por consiguiente, la serio converge para cualquier valor de з, De ello, entro 
otras cosas, sacamos la conclusión de que el límite del término general para todo 


valor de x es igual a cero, o sea, lim Zî = 0. 


= lim (141) =00. 


339. Investigar la convergencia de la serie 
LA 20 z 
Cem ue 
ón geométrica con denominador igual 


Resolución. La serie es una 
a q = 2/0. La reni converge sl | SHOT <1 y diverge si 12/10] > 1. Por 
lo tanto, el intervalo de convorgenci serio se determina por la desigualdad 


doble — 3/10 < z «1/10. El mismo resultado se puede obtener utilizando las 
fórmulas (2) y (8) 


340. Investigar la convergencia de la sorie 
‚ун вы» ш 
z^ 


5 
f, obtenemos la serie 


Resolución. Haciendo 28 


5 


Aqui a, = 29028 — 4), акы = 2n + 1). Determinamos el radio de 
convergencia de la serie (ol? 


2" (234-10) 1 2a! _4 Paci 1d 
PR ESQ A TR Pom 


Por lo tanto, la serie converge. 1< 1/2. 
Iavesigamos la convergencia de la serie en los extremos del intervalo. 


SI £=4/2, entonces obtenemos la serio 1+ p ++... Esta 
serio diverge (so puede compararla con la serie $+{+ + +... 
cuyos términos son los de una serie armónica multiplicados por 1/2.) Para £ = 
=—4/2 obtenemos la serte +++. . Esta serlo converge 
condiclonalmonte. Por consiguiente, la serie (*) converge si —1/2 < t < 1/2, 


Ahora bien, la serie dada converge si —1/2 < st < 1/2, o sea —1//2 < 1 < 
< Vy E. El mismo resultado se puede obtener utilizando la fórmula (2). 


341. Investigar la convergencia de la serie (жү) X 


а 
(z—29^. 

Resolución. En el caso dado tenemos a, = O para n - 2 b y a, = 
¿CELO si nm 2k. Para doterminar cl radio do convergencia Jo más 
cómodo es aplicar la fórmula (3). Hallamos 


"EVET AS 


Vamos a investigar la serie on los exiremos del intervalo de convergencia, 
Haciendo z — 2 = |/7, obtenemos la serie numérica 


à a- -2 (89)- 2 (1255). 


Poro (+) =} #0. Por lo tanto, рага 3—2» V2 la sorio 


diverge. Lo mismo tiene lugar también para 2—2=-—]/2, De suerte que 
la región de convergencia de la serie dada es 2—3 <z <2+V2. 


342. Investigar la convergencia de la serio J) EP, 
а 


чле), 


Resolución. Aplicamos el criterio de Cauchy haciendo а, г 


Entonces 


о si jagi 


yog- 
Pa ن‎ æsi 1020 


90 


De gate modo, la serie converge si | z — 1| < 1, о son, en al intervalo 0 < = < 


243. Investigar"la convergencia de la енә J) кеше 


Денешн. Aplicamos, cl criterio. de d йш, haciendo un = 


mam D/ nl; unor RSN jm -Е1)!. 
LN ¡EA 8 si jagi 
jir mje а Gh 


a Ds кже ¡As о sea, sobre el segmento 


344. Hallar la suma de la serie 1 + 2z + 3z" + 42° 4... 
.. (Iz | < 1), diferenciando de término a término la serie 4 + 
Hari @+...(12] <1). 
Resolución. Valiéndonos de la fórmula de la suma de los térmivos de la 
progresión geométrica infinitamente decreciente (5 = (-5—), obtenemos 


Isiatt. Lr. 
Queda por derivar la igualdad oblemda: 
нлара 


345. Hallar la suma de la serio з... 
ee (l<. 
Resolución, Integrando la igualdad 
fbrte. eL 


dentro de los límites de 0 a z, obtenomos 


AAA 


Esta serie converge en el intervalo [—4, [. 
Investigar la convergencia de las series de potencias: 


IA 
AT Bi.) 3 

347. (z—4)+ vre- r 0+. 

348. prn 

349. 24 (22 + (32 + (4)... 


э 


350. A 
lA 

Indicación Hacer sz. 
3h A 
33 sg +g түн К 
MAN e 
39 AAA 

Hallar las sumas de las series: 

56. +++ +..., ai la 


ssi —а&<т<а. 


59. +++, 
si |д|<а 
, si 1211. 


эз. +. +. 
359. 224400615482. 


$4 Desarrolo desc ii iD seras Ge pi 
"m Toda función infinitamente derivable en un d 3 — «n 
seal va eri lavo баз vat 


лу — r4 3 < 2, + r, puede ser 
Ss iari do potis, 5 no, eta arid de Foo qui сокыр hase al 


16) + Dil ao + درم ل‎ +... d 
si en oste intervalo se cumple la condición 
Jim Ra (j= lim im EO ario, 


dende В, (a) ssl término тендш dela тай de Taylor, e = ze + O (ead, 
0<0<1. Cuando za = 0, obtenemos la llamada 


ier LO s+ EO n+... + a+ 


EES intervalo que contiene el punto гу para cualquier n se cumple 
ا‎ 6 M. donde M es una Constante positiva, entonces 
io jón / (2) es desarrollable en la serie de Taylor. 


"luae los desarrollos de las funciones siguientes cn serie de Taylor: 


epp pcm S 


e< <+: 
2a =o xo 


=o zm omi 


—o<r<+o; 


m, m(m—1) mín — 1) (m—2) 

am 0 a ZA s, 
Este último desarrollo sirves 
para m>% s <: 
pm —i«m«0, s —1<:<4 
ма m&—i s << 

LES EE 
аа 
, Aggi. 


sest: 


ars a 
angrer eT. 


2. Fórmula de Taylor фага una función de dos variables independientes, 

Si una función /(т, y) es derivable n + 1 veces en 0 del punto 

Ё (fe, vo), entonces para todo punto P (s, y) € C (Po) oa válida h биш de 
taylor 


16.) fs Hir IG — 1 f б», n) HG ni f Gro d+ 
Aegre ta! fis (eo, so) +2 (Ez) =v) "fiy в YO + 
"FU — Fy (ть vl 09 иа (tos 10 + 
аа) G— hà у (гь. 90) +3(2—20) (980 уу (2 1) + 
"FO — v Ge n ep Гео zt 
жою 37] 16e ночори), 


donde 
VETA. 


0, la fórmula indicada reviste 


En el caso particular, cuando xa = yo 
el aspecto: 
te D=O, DH lafz (0, 0) 4-91 (0. DE p 1/5 (0, 0)4- 


+22, (0, 0) fy O, N+... кө f (0, 0) 4-0 (p), 


donde p= 70, se Паша fórmula de Maclaurin, 


360. Desarrollar en serie de potencias la función f (2) = 2% 
Resolución. Hallamos los valores de la función y de sus derivadas para 


2-0: 
10 = 2, 10=2=4, 
F()=2In2, f 0)=102, 
ш) = 29122, f (9) = №2, 


AM (2) = 2-1 2; е (0) = Inn 2, 


Como 0 < In 2 < 1, entonces para una z fija tiene lugar la desigualdad 


108 (2) | << 2x para er п. Por consiguiente, la función puede ser repre- 
AE pp dei m 


паноа... 
ааа os 


Esto desarrollo se puede obtener también do otro modo; basta en el dese 
rrollo 


att H+... 
sustituir x por r In 2. 
361. Desarrollar en serie de potencias la función f (2) = sen? z 


Resolución. Dorivamos la función я + 4 veces: 


10) sept z. 
f (2)=20enzcos r= son 2r, 


Púj=2co20=20n (2243) 
J а) 2-son 22 2 set (24). 
I je cos sen (+32) 


AM (2) sa 207 за [20-0] 5 
10 (msn (2555) . 


Hallamos los valores de las funciones / (2). f (2), f“ (т). 
el punto 2 = 0 y el valor do fi»? (z) lo determinamos en ol 
{уба la igualdad para determinar R,) Obtenemos / (0) = 
ESA VO =—2. 77 (0 = 0,7710) =2, . 
= sen (2e + ani 


94 


Hallamos el término residual 


(e+ anl, 


im TÊ = 0 Para cualquier = y sen (2e + лп) es una mag- 
mitud limitada, entonces lim А, = 0. Por consiguiente, la función f (2) = 
e e e a CO 


sen س‎ hh 2h W apres 


Este problema puedo sor resuelto también de otro modo. Sustituimos cos 27 
an la igualdad senis = 3 (1 — cos 2s) por so desarrollo en serio de potencias: 


сона Вата. 


Electuando transformaciones simples, obtenemos el desarrollo hallado 
anteriormente del sen? x. 


362. Desarrollar en serie de potencias la función е =, 
Resolución, En el desarrollo 
AA o << 


sustituimos z рог —=%: obtenemos 
-a 


363. Desarrollar In z en sorio de potencias de z — 4. 
Resolución, Em el desarrollo 
In (Ie) T A 


mustitulmos = por s — 1, obtenemos 
Ep ee 
eon. 


1>0 


у (<<).‏ ل ریا 


364. Desarrollar 1/2 en serie de potencias de z — 2. 


Resolución. Utilizamos la igualdad £ El segundo 


miembro de esta igualdad se puede considerar la suma de un: ión geo- 
métrica infinitamente decrecionte cuyo primer término es a = 1/2 y cuyo deno- 
mínador es q = —(= — 2)/2. De aquí obtenemos 


1 E z—2y 


PU 


о soa, 


O Aa e-4‏ چ 


Puesto que | (= — 2/21 < 1, entonces O < z < 4. 


364a. Desarrollar por la fórmula de Taylor la función / (z, y 
= z? — zy + 2y? — 32 + 4y + Ben el entorno del punto P, (— 


1) 


Resolución. Hallemos las derivadas parciales y calculomos sus valoros en 
el punto Po (~3, 1): 


dii p=, hi И 268044 
fae 02. Буба, i fal 0-4 
1(—3. mS, (3, 1)=—10, }у(—3, 1) 1t. 
0—8, 2. fs, (—3. hai gy (—3. 1) m4. 
Por la fórmula de Taylor obtenemos el desarrollo buscado 
өй = 35 — 10 (e +) + 1O —9 (3 63) A 
+ 2 — 1. 
364b. Desarrollar por la fórmula de Taylor en ol entorno del punto 
P, (1, 1) hasta los términos de segundo orden, inclusive, la función 
Ha y) = lny. 
Resolución. Hallemos las derivadas parciales haste el segundo ord 
inclusive, j£ (z, 1) = еу, у. hm Ts 


fele utl) fitr =. fiin ME 
» (Сорга омса los valores de la función y de las derivadas еп ol punto 
14,1)=0. (0.1) 0, fo tm t, fal, 1)=0, 
fü m2, 54.1) =-1. 
Por la fórmula de Taylor tenemos el desarrollo 
Па, == 020—0) 610—300 (99. 
donde p= V MF GM 
364e. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin hasta los términos 
de tercer orden, inclusive, la función / (z, y) = sh y-cos #. 


Resolución. Hallemos las derivadas parciales hasta los términos de-tercer. 
orden, inclusive: 


falz, i) hh yesenz, foiz, 0 m ch y-cosz, 
fix (e, = shez, fay (2. )=—chy-sonz, 

fiy (es #=зһу-сов, fi, (2. y)=shy-sonz, {Ey (a i) m —сһу-совз, 
Pls, y) shysenz, [фу(т, y) ch y-cos z, 


96 


Determinemos los valores de la función y de las derivadas рага zy = y, = 0; 
10. =0, 140, 0=0. 10, 01. fax (0. =0, 
Бу (0, 0)=0. fig (0, 0)=0. f(0, 0)=0, zy, (0. 0) —41, 
fp (0. 0)=0, Say (0. 0= 
Por consiguiente, utilizando la fórmula de Maclaurin, obtenemos el desarrollo 
fi, a y+ +00, 
donde p= V FFF. 
364d. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin hasta los térmi- 
nos de cuarto orden, inclusive, la función f (z, y) = e sen z. 


aie, Petar. Hallemos las derivadas parciales basta el cuarto orden inolu- 
ivo 


falz, p) е0 сов =, fýiz, y)=—eY sen z, 

Fay (ж = —«“#совз, fy (7, Jaxer sen x 
fik (rs J) =e sen з, ру (rs y) ment 008 2, 
Mali mesón, HY, (e me сова, 
Hy, es =e сова [уу (rs a) meinen z. 


Detrmiuenos shora los valores de la función y de las derivadas para 


sm p= 0: 
10, 0)=0, f. 094, 1400, )=0 л. (0, 00, 

Fay (O, 0= i, 00, 0)=0, fie G=, (0, 00, 

Fey O. =A, fgg, (0. 0) 0, ЛУ, O. 0—0. Y, 0. ut. 
fiy, (O, ®=0, Лу, (O, 0—4. Ypy (0, =0. 


Utilizando la fórmula de Maclaurin, obtenemos el desarrollo 


(one ie Hep y= роф 
donde p Y ETT. 


Desarrollar en series do potencias las funciones siguientes: 

365. f (а) == 3%, 366. f (z) = e, 367. f (2) = cosi z. 

368. f (2) = sh z. 369. f (2) = In (£ + a). a 0. 

370. f (2) = Ух Та, a0. 

370a. Desarrollar por la mula de Taylor la función f (z, y) = 
= 2 — 9? + Злу en el entorno del punto P (2, 4). 

370b. Desarrollar por la fórmula de Taylor la función f (z, y) = 
Loss PIO en el entorno del punto 

370e. Desarrollar por la fórmula de Taylor Ja función f (z, y) = 
= баа + 9y? — 22 + Зу — 5 en el entorno del punto P (4. —4). 


71220 


3704. Desarrollar por la fórmula de Taylor la función f (x.y) = z 
en el entorno del punto P (—1, 1) hasta los términos de tercer orden, 
inclusive. 

3700. Desarrollar la función f (z, y) = ze? por la fórmula de 
Taylor en el entorno del punto (1, 0) hasta los términos de segundo 
orden, inclusive. 

3701, Desarrollar la función ў iz. y) = z cos? y por la fórmula de 
Taylor en el entorno del punto (—1, 0) hasta los términos de tercer 
orden, inclusive. 

37. f (2) ° (2°). 


$ 3. Cálculos aproximados de los valores 
Че las funciones mediante seres de potencias 


Aquí es útil tener en cuenta los desarrollos en series de potencias de las 
fade e der йыз мап, кшз, Û Fj, Тай +), март, ados 
lo 
°" "Pera calcula! los logaritmos es efectiva la fórmula 


1 1 t 
inim es кетп +...) 
La sene on ol segundo miembro de Ta agoaldad converge tato más rápidamente 
cuani 


yor es t. 

Para calcular el valor aproximado de la función / (2) desarrollada en 
gerio de potencias se conservan los primeros n términos (n es una magnit 
finita), omitiendo los demás. Para la evaluación del error del valor aproximado 
hallado, es necesario estimar la suma de los términos omitidos. Si la serie dada 
es de términos de signo constante. entonces la serie formada por los términos 
omitidos se compara con une progresión geométrica Infinita decreciente. SÍ se 
Arata de une serie de términos de signos cualesquiera que satisfagan el criterio 
do Leibniz, se utiliza la estimación | Ay | < Up, donde uny cs el primero 
de los términos omitidos de la serie. 


372. Estimar el error de la igualdad aproximada 


Ca, Оаа 


Resolución. El error do esta igualdad aproximada se determina por la mma 
do los términos que siguen z*/ en el desarrollo de e: 


ES 
> t 
o bien 


E‏ چک 
o €PUGISGTS 5‏ 


Sustituyendo cada uno de los factores n+ 2, 243, n+ 4, , . . porum 
menor canti n +1, obtenemos la desigualdad к = 


+. 


Sumamos la progresión geométrica infinita decreciente indicada entre 
etes: 
зп xni) 2" 
MST Tan o < FI 


373. Calcular V7 con precisión hasta 0,00001. 
Resolución. Utilizando el desarrollo de е" en serie, obtenemos 


TAM 1 1 1 
Vis FTTH... ° 
Determinemos el número n de modo que el error de la igualdad aproximada 


=, 1 H t 
Ve EROR 
no exceda de 0,00001. Utilizamos la estimación del error dada en el problema 
precedente. Hacemos z = 1/2; entonces 
4 1/2 1 4 
< TIR TEE: ° e E QD 

Efectuando la selección, determinamos para qué valor de n so cumplirá 

desigualdad R, < 0,00001. Haciendo, por ejemplo, n= obtenemos. 
Ry < 1/887), о sa, Ra < 4/386. Sea, luego, n= 5; de ello Ау < 
EEG 20 14 o sea, R, < 1/42240. Sea, рог Шишо, n = 6, de ello Ry < 
< 4064 -720 -13), о sea, А, < 1/100000. De suerte que tomamos л = 6: 


Virada: 
Adicionamos los sumandos: 
1,000000 
0,500000 
0,125000. 
0,020833 (6 veces menos que el sumando precedente) 
0,002804 (8 veces menos que el sumando precedente) 
0,000280 (10 veces menos que el sumando precedente) 
0,000022 (12 veces menos que el sumendo precedente) 
1,648719. 


Esto quiere decir que y/z = 1,64872. A cada sumando lo hemos calculado 
isin de hasta 0, „ para no obtener, al sumar, un error que exceda 


374. Calcular 1/2 con precisión de hasta 0,00001. 
Resolución. Tenemos 


а MET ONE ‚ ed 
f mer A 


Utilizamos la igualdad aproximada 


7 99 


Homos tomado 5 sumandos, ya que la serie de términos de signos cualesquie- 
ra satisfaco las com condicioss del criterio de Laibaiz y por so el eror admialblo 
debe ser, en valor 


absoluto, menor que el primero ent 
de la serie. El ize los términos omitid PECES 
de so. El primero entre Га O s 
Vamos a adicionar los sumaados quo están on los lugares Impares y pares: 
0,200000 
+0,001333 


0.201333. 


Restando de la primera suma [a segunda, oblenemos 1,020067 — 0,201333= 
= 0818734. De suerte que 1/3 2 =: 081873. 


375. Valiéndose del desarrollo de cos z en serie calcular cos 18° 
con precisión de hasta 0,0001. 
Resolución, Tenemos 


cos 18 


TE ла 
sept (io) +r (5) 
n0 0,931416, (2/00)? = 0,09870, — (s/109 = 0,00974. 


Basta tomar tros términos de la serie, ya que (1/0) «(x/10)* < 0,0001. Entonces 


coii act LO co 18° a 0,9511, 


376. Calcular /1,1 con iy de hasta 0,0001, 
Jilizamos el desarrollo de (1 + уб en serio, haciendo z == 
= 0,1, т = 1/5, Tenemos 


Vii etto Quippe 044 080 y 09 


EB S1 052. 001-4... =t +0,02—0,0008 0,900068... 


Onitimos ol cuarto término y los que lo siguen, уа que el cuarto término 
өз manor que 0,0001. De suerte que }/1,1 г 1,0192, 


377. Calcular ¿/130 con precision de hasta 0,001. 


Resolución. uut لای ا‎ del эшен айаш ёз próximo al 
número 130, es conveniente еа maro 180 en forma de la suma de 
dos sumandos: 130 = 5 + 5. Entonces 


y Јапониа оон 
y DAD e egg LC E ot... ]2 
080,002 « 


El cuarto término es menor que 0,001, por eso este término y los que le si~ 
quen pueden ser omitidos. De suerte que $ 130 ex 5 + 0,0867 — 0,0009, o sea, 


Y 130 ex 5,066. 
378. Calcular In 1,04 con precisión de hasta 0.0001. 


Resolución. Valgámonos del desarrollo de In (1 + z) en serie: 


Insta +0 09m E | боё ори, 


o bien 
Ла 1,04 = 0,04 — 0,0008 -+ 0,000021 — 0,00000084 +... ., 
de donde ln 4,04 ez 0,0392. 
379. En un triángulo rectángulo los catetos son iguales a 1 cm 


y 5 cm. Determinar el ángulo agudo del triángulo que está opuesto al 
cateto menor con precisión de hasta 0,001 radianes. 


Resolución. Puesto que ig æ = 1/5, entonces a = arctg (1/5). Utilizamos 
lesarrollo 


el de 
tf Li. 
de donde a &« 0,2 — 0,0027, o sea, a 2x 0,197. 


380. Estimar el error de la igualdad aproximada 


In (+1) n t+ 2| zc gery rap با‎ 
1 
+ алуун]. 


Resolución, El problema se reduce а la estimación de la suma del resto 
do la serio 


1 1 
latir 
1 
*awenet...]. 


Sustituyendo cada uno de los factores 2n + 3, 2n + 5, 2n + 7, ... por 
el número menor 2n + 1, obtenemos la desigualdad 


2 1 1 1 
fee [ара aer are 
Sumamos la progresión geométrica infinita decreciente puesta entre com 
өө: 


2 _ MR 2 1 


"ri 


mos EA AT AAA 


2 A 
MEI TU IE 
1 


AAA 


381. Calcular 1n 2 con precisión de hasta 0,0001. 


Resolución, En la fórmula para determinar In (t + f) y en la desigualdad 
para estimar Ry suponemos ¢ = f: 


ET ШЕ 
(y RR 


Por пао de la selección vamos a determinar n de modo que se cumpla la 
desigualdad A, < 0,0001. Si а =. 2, entonces R, < (A.S: Jt < 1/540; 
i cs 3, entonces Ra < 0-7 99): Ra < 10800, si п = 4, entonces Ra < 
«MA 9-5); А, < 1/10 000. 

иде suerte que n= 4 y para determinar In 2 obtenemos la igualdad apro- 
ximada 


3 1 
) ^ pe 


мазут). 


Adicionando estos cuatro sumandos, mos queda 
1а 2 x 0,06687 -+ 0,02469 + 0,00165 + 0,00013 = 0,69314 = 0,6931. 


382. Calcular 10 5 con precisión de hasta 0.0001. 
Resolución. Hacemos £= 4. Entonces 


In$22In242 ($ + 


1 
Pn TTT 


Si n= 1, entonces R, <1/(40-3-0); M, <1/1080; al п = 2, entonces 
в, < 1/40-59; R, < 4/10 000. Esto quiere decir quo basta tomar dos tér- 
minos de la serie. Por consiguiente, 


In ac2In2 c2 (+ giş ) = 1,39028-4-0,22222-+-0,00090=1,00040, 


383. Demostrar la validez de la identidad 
я/4 = arctg (1/2) + arctg (1/3) 
y calcular x con precisión de hasta 0,0001. 
Resolución. Suponiendo que en la igualdad 


zy 
1=y 


æ= 1/2, у = 1/3, obtenemos 


arctg 


жага z+ arctg y 


таш tancia аа D, o ben nmt [acte Gara 4). 
Utilizando el desarrollo de arctg т en serie, tenemos 


as [sies 
102 


Electuamos la adición: 


3,38255 


Ве suerte = = 34416. — "T 
Re UR AL اوو‎ 

384. Calcular el número e con precisión de hasta 0,00001. 

385. Calcular 1/} 2 con precisión de hasta 0,00001. 

386. Calcular sen 9 con precisión de hasta 0,0001. 

387. Calcular ch 0,3 con precisión do hasta 0,0001. 

388. Calcular / 1,06 con precisión de hasta 0,0001. 

389. Calcular V 2i con precisión de hasta 0,001. 

390. Calcular ln 0,98 con precisión de hasta 0,0001. 

391. Calcular In 1,1 con precisión de hasta 0,0001. 

392. Calcular In 3 con precisión de hasta 0,0001. 

393. Calcular In 10 con precisión de hasta 0,0001. 

394. Fallar el valor positivo mínimo de z que satisfaga la ecua- 
ción trigonométrica 2 sen z — cos z = 

95. Calcular x con precisión de dea 0.001, haciendo z = 
= 1//3 en el desarrollo de arctg z. 


56 Aplicación de wanes de potencias para ei ca'culo 
ae limites e ih des definidas 


im 24228 
396. Hollar نا‎ 2 


Resolución sustituyendo ех y soo z por sus desarrollos en series do poten- 
cias, obtenemos 


EE 
214 +A (=2 2 
= lim ( A zi 


3 


397. Hallar Jim 2202—22. 
En 


D 
398, Calcular | 5— dr con precisión de hasta 0,001, 
; 


Resolución. Sustituyendo en ln expresión subini 1 ооз = de 
поо о serie de родена, метин ео: 


е pa rir ча 


2 
ES 2) 
=ar mirt- n a e 0,25— 0,0017 = 0,2483. 


En 

399. Calcular | EEES de con precisión de hasta 0,0001. 
р 

Resolución. Hallamos 


О] dada. 
j^ ira a-f El : 3 Le 


400. Hallar n z 


401. Hallar Ша 


104 


“з 
402. Caleular | 202-42 con precisión de hasta 0,0001, 
à 
D 


1 


403, Calcular | EL dz con precisión de hasta 0,001. 
0 


$ 7. Números complejos y series con términos complejos 


1. Numeros complejos. Se Maman_námeros complejos a los que tienen la 
forma z + iy, donde son números reales e / es la unidad imaginaria defl- 
nida por la igualdad i? = —1. Los números reales z e y se denominan, res- 
pectivamente. parte real y parie imaginaria del 
mero complejo s. Para ellos se introducen las 
designaciones z = Res; y = Im s. 
Ütomitrmente cada número, complejo 
4 = z + dy se representa por cl punto M (e, y 
de plano де coordenadas 20y (OE, 20) 

п este caso 20у se 

simi complejo. lene dr la vare 
leja 2. 

ЖИЕ coordenadas polares r y y del punto M 

del plano, que es la representación del número 

complejo z, se llaman módulo о argumento del 

namero complejo z; para ellas se introducen los 

de clones; r = | 3|, р = Arg z. 

“omo a cada punto del plano corresponde 
conjunto innumerable de los valores del ángulo 
polar que ee distinguen uno del otro en Zkx (Е es un número entero, positivo 
мера то), Arg з es una función de lafinitos valores de 2. 

Хан valor ento los del, ángulo, polar y yue salaaco la desigualdad 
x <p « ^ se denomina valor principal dol argumento z y se designa por 


P 

En adelanto, la designación Ф la conservaremos solamente para el valor 
pricipal del argumento =; o sea, Bacemos q = erp z en virtud de lo cual para 
Todos los demas valores de z obtendremos la igualdad 


Arg s= org z + 2л = Q + 2л. 


La relación entro el módulo y el argumento del número complejo z y sus 
partes real e imaginaria se establecen por las fórmulas: 


aros y=rsnq 


Do ello 
r= =V FF; 


соз g= ailai = ЛИ IFR sen e = 0714] 1 T y 
El argumento do z se puede determinar también por la fórmula 
arg z = arctg (y/z) + C. 


donde C = 0 para z > 0, C= л para z < 0, y > 0; C=—a para ғ < 0, 
y< 


9. 

Sustituyendo z e y en la notación del número complejo z= z + iy por 
sus expresiones mediante ғ y Ф, obtenemos la así llamada forma trigonométrica. 
del número compleja: 


(соз ф + ¿sen Ф. 
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Los números complejos s = sı + iyı y гу = ta + iy, so consideran 
iguales si, y sólo si, ellos tienen iguales, por separado, las partes reales e imagi- 
narias: 

n= a si nS t, n= Ye 


Para los números representados en la forma trigonométrica la igualdad 
tiene lugar si los módulos de estos múmeros son iguales y los argumentos se 
distinguen en un entero múltiplo de 2л: 


a=ssilal=121 y Amn = Arg z + 2m. 


Dos números complejos z = x + iy y 2 = z — iy que tienen partes reales 
iguales y partes imaginarias contrarias se dicen conjugados. Para los números 


complejos conjugados se cumplen las relaciones 
Lal =1 si; arg s —ang za 


ена ltima igualdad se puede expresar en la forma Arg а + Arg гү = и) 


operaciones sobre los nùmeros complejos se determinan por las reglas 


siguier 
Adición. Si n zi + lg зу = Z, + (Ya, entonces 


экы (a bon) FE 0 F a) 


La adición de los números complejos se subordina a las leyes conmutativa 
y asociativa: 


"nod mung 
афа nm erm 
Sustracción. Si s ey ls monde 
-F djs. entonces 
^, а= аа) + (и — in 


Y 
nt 


z 


o Para la interpretación geométrica de adi 

ЖО ción y sustracción de, los números complejos 

es útil no representarlos por puntos sobre el 

эз plano z sino por los vectores: el número z = 

z+ iy se representa por el vector OM que 

Vig ds tiene el origen en el punto O (ponto mulos Gel 

ig. 25 plano, o sea, cl origen de las coordenadas) y 

el extremo en el punto M (z, y). Entonces la 

adición y la sustracción de los puntos complejos se cumple según la regla de 
adición y sustracción do vectores (fig. 25). 

Tal interpretación geométrica de las operaciones de adición y sustracción 
de los vectores permite definir fácilmente los teoremas sobre el módulo de sum 
y diferencia de dos números complejos y sobre la suma de varios números 
complejos, expresados por las desigualdades: 


Па «аа аа, 
latat tals altll t. land. 


Además, es útil recordar que el módulo de diferencia de dos números comple- 
fos t, y 3a es igual a la distancia entre los puntos que «on sus representaciones sobre 
él plano ш: | 21 — sp} = d (8, ы). 
Multiplicación. Si 2 = xı + Ша, za = ту + ipa, entonces 
эз = (аза — np) + i (aiya + тай). 
Ahora bien, los números complejos se muittplican como binomios y en esto 
caso 12 se sustituye por —1. 
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Si тү = ту (cos qu + t зеп qu), Za = 7, (cos qu — i sen qa), entonces 
эъ = пл [eos (Ф + qa) + t sen (фу + фай. 
Por lo tanto, el módulo del producto es igual al producto de los módulos de los 
factores y el argumento del producto es igual a la suma de los argumentos de los 
factores. 
Tate multiplicación do los números complejos se subordina a las leyes con- 
mutativa, asociativa y distributiva (respecto a la adición) 


a = a (nto = n) = аы 


Y complejos representa- 
dos en la forma algebralca es necesario multiplicar el dividendo y el divisor 
por el número conjugado con el divisor: 


mi ے‎ lutin) ے‎ 
= тй a Hi) Ga Ua) 


баии) 2 залу) rv ЕТЕТ 
EN. EL. ада 


Si s y з, se dan en forma trigonométrica, entonces 
sı aa T [coe (eq) +1 sen all 


Asi, pues, el módulo del cociente es igual al cociente de los módulos del divi- 
dendo y del divisor y el argumento del cociente es iguala la diferencia los argu- 
mentos del dividendo y del divisor. 

Elevación a potencia. Si 3 == z + iy, entonces 


anm (rig) mte Cura sss ap 


im itero positivo); en 1: ión obtenid: ri titula 
Er e das seno mid 


Pa Pei bot. 
y еп ol caso general 
Mel en Mech Ae 


Si z= r (cosp + í son Ф), entonces 
an = r^ (cos ng + ¿sen ng) 


(aqui n puede ser tanto un número entero positivo como un número negativo). 
(cos Ф + 1 sen q)" = cos ng + (sen np 
(fórmula de Motvre). 
Extracción de una таба. Si n es un número entero positivo y z = r (cos p + 
qi ien ph entonces la сай do n-ésima potencia extraída del número complejo z 
ie n difrentes valores que se determinan por la fórmula 


Simy? (cu LEZE з Е " 


donde k= 0, 4, 2, .., n — 4. 
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404. Hallar (52,)/2s si q = 3 + 5i, z = 2 + 3i, 3 = 1 +2 
Resolución. Tenemos 
эз = (3450 (2 + 3i) = 6 + 9i + 101 — 15 = —9 + 191, 
эм 0190 _ (—94M90(—2) __— HRH _ 29 


37 1. 
n SAFa —— 0200-20 TH UE e 


А, Дере en la forma trigonométrica el número complejo 
z= 24 5i. 

уе Obtenemos el módulo del número complejo: + = y 4-28 = 
= V3 ex 5,385. Hallamos el valor principal del argumento: tg ọ = 5/2 = 2, 
q = GBI. Por lo tanto, s = 5,385 (cos 0812 + rom 0818), iii 


406. Representar en forma trigonométrica el número complejo 
2=2/3-2 


Resolución. Hullamos 
semp=-2/4==4/% cosp=2/3A=V 8/2 p= — no, 


2 = 4 [cos (2/0) + 1 seo (—x/6)1 
i 407. Representar en forma trigonométrica los números complejos 
yh i, =i 

Resolución. Tenemos 

1 = 1 + Ot = 1-(cos 0 + £ зер 0), 
1= 0 + 11 1 соз (2/2) -F £ sen (2), 
1= —1 + 0-1 1-(cos x + i sen n), 
=i = 0— 14 — 1 -leos (71/2) + t sen (—2/2)). 

408. Representar los números z, =1 + i. 2, = V3 + i, = 
= 1 4 1V3 en la forma trigonométrica y luego hallar el número 
complejo z/(z,2;). 

Resolución. Hallamos 

пе, gust ф=зиц=д%, 
se V Žleos (nid) 2-1 son (n/4)]: 
Ial=VIH=2, афа, gamang no nios 


n=lal=VFH=2 шеу, 
ta = 2 [cos (2/9) + (sen (803). 


Pi nsiguiente, 
tara РТА (RB + азу + 1 sen (alê + x] = 4 [сов (al2) bs sentada 


В 2, cos (2/4) +t sen (2/4) 2 
E. e ل‎ e VE ios (aA) + tson (0/9) = 


i 
=т0-0. 
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409. Hallar todos los valores de }/ 8 F i. 


Resolución. Escribimos el número complejo : = 8 FT en forma trigono- 


métrica. Tenemos r=|2|=YiM+FT= 5 ex 8,062, = ags = 
= arctg (1/8) = 7%', o sea, z= 8,082 AS Pûr lo tanto, 


VEFi=VE 


1*6'4-3609k |. 7*6' + 380° 
con ТЕЗА ر‎ ЗИРЕ) 
= 2,0052 [cos (2°22 + 120%) + t sen (2°22' + 120°%)1. 
Si k = 0, entonces wa = 2,0052 (cos 222" + 1 sen 2*22^y; 
si k= 1, entonces w, = 2,0052 (cos 122*22' + i sen 12222"); 
si k= 2, entonces w, = 2,0052 (cos 24222" 4- 1 sen 24222"). 


р ое, 0034 - 0,0828; w, = —1,0734 + 1,120; 
кысуы шына e ботс 

410. Resolver la ecuación binomial wè + 32i = 0. 

Resolución. Escribimos la ecuación en la forma ш» == —324. Reprosentamos 
el nómero — trigonométricamente: 

103=32 [cos (—90°) + sen (—90°), o bien w= 
2j cos (90) +1 sen (907, 
o soa, 
wma [eos — ERE La Mun | 
=2 [cos (1894729) 4-1 sen (—18°472°4)]. 


Si k = 0, entonces wy = 2 [cos (—18 + 4 sen (—189] = 
= 1,9022 — 0,61801 (4). 
Si k = 1, entonces vy = 2 (cos 54° + i sen 54°) = 
= 1,1756 + 1,61801 (В). 
Si k = 2, entonces w, = 2 (cos 126° + í son 126°) = 
= —4,4756 + 1,6180: (С). 
Si k = 3, entonces w = 2 (cos 198° + í sen 198% = 
= 1,9022 — 0,51801 (D). 
Si k = 4, entonces v, = 2 (cos 270° + £ sen 270°) = —21 (E). 


411. Utilizando la fórmula de Moivre, expresar cos 5q y sen 5p 
mediante cos p y sen q. 


Resolución Translormamos el primer miembro de la igualdad (cos ọ + 
ып ө = co Se + rsen Sp con ayuda de la formula del binomio de 
ieuton* 


cos ф + S cost ф sen q — 10 сой y sen? q — 10 cost q sen? q + 
+ 5 cos q sen 4p + Esen? q = cos Sg +1 зеп 5р. 
Queda igualar las partes reales ө imaginarias de la igualdad: 
сов 5p = cost — 10 cos? y son? Ф + 5 cos q aent y, 
son 59 = 5 cost q sen 9 — 10 cos" q sen? q + sen! q. 


412. Se da el número complejo z = 2 — 21. Hallar Вет, Im s, 
z |. arg 3. 


413. Ropresentar en forma trigonométrica el número complejo 


z= —42 + 5i. 
414. Calcular pt la fórmula de Moivre la expresión 


(cos P + i sen 299, Ё 
415. Calcular por la fórmula deMoivre (УН), 
446. Representar en la forma trigonométrica el número complejo 
z= 1 4 cos 20° + i зеп 20°. 
417. Calcular la expresión (2 + 30%. 
448. Calcular la expresión 09—30. 
419. Calcular Ја expresión 1/8 — 20). 
, 598 Representa en forma tigonomética el número complejo 
— 31. 
421. Representar en forma trigonométrica el número complejo 
ER 


140 


ión 1608 T7? t зеп 77°) сое 23° +1 sen 23°) 
422, Calcular la expresión E tese ir) ЫЕ ЕК ptem, 


423. Calcular la expresión و‎ , representando 
previamente en forma trigonométrica los fectores del numerador y 
del denominador. 4 

424. Hallar todos los valores de E 

425. Resolver la ecuación binomial и? — 4 V2 (1 + i) = 0. 

426. Expresar cos 4q y sen 4 mediante cos y y sen Ф. 

427. Mostrar que la distancia comprendida entre los puntos zy 
y 2, es igual a |2: — 2 |- 

Resolución. Tenemos 1, = z, + iyn, з = 2, + iyn f — f = (zg р) Y 
ж — vo, de elo 

ар FF =P, 
o sen, | 3, = 3; | es igual a la distancia entre los puntos dados. 


428. ¿Qué línea describe el punto s que satisface la ecuación 
1z —c |= R, donde c es un número complejo у Я > 02 

429. ¿Cuál es la interpretación geométrica de las desigualdades: 
1) рае R2) |:—с|> RP 

430. ¿Cuál es la intorpretación geométrica de las desigualdades: 
1) Rez>0; Imz<0? 


términos complejos. Examinemos una sucesión de números 
En Pdo a o У? 

e= a + M 50 Mama limite de la sucesión z1, з 
ty, гг. si рага todo número e > 0 tan pequeño como se quiera, existo un nime- 
ro Ñ tal, quo todos los valores de z, con números n > N satisfacen la desigual- 
dad | 3, —e| < e. En este caso de escribe lim 2, = c. 


La condición necesaria y suficiente de existoncia del límite de una sucesión 
de números complejos consiste en lo siguiente: el número ¢ = a + bi es el 
límite de la sucesión de números complejos гү + (ур, Za + Wa, ze + fn 
si, y sólo ві, 2р = а, lim y= b. 


La serio S Aem 


wi Fs + ш + 4) 


cuyos términos son números complejos se llama rente si la n-isima suma 
cial de la serie S, рага n + co tiende a cierto límite. En el caso contrario 

la serie (1) se denomina divergente. 
La serie (1) converge si, y sólo si, convergen las series con términos realos 


Re из + Re w, + Re ws + e 
y 
һа w, + Lm wy + Im ty +... o 
Si la suma de la serit ез el número 5” y la suma de la serie (3) es S”, 
entonces do suma de la serie (1) sirve el número complejo 8 = S' + 15". 


Si la serio 
nim + шу + ss. (donde i, = up + t) 
converge, entonces lim wn=0 (o sea, Иш un=0, lim vy =0) 
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Si converge la serie 


CI 
entonces convergo también la serie 
ye H wg bs 


En este caso la última serio se llama absolutamente convergente. 
Sen dada la serie do potencias 


so +‏ — 3( وھ + 2o)‏ = ) ره F‏ و 


son múmeros complejos, los coeficiontos de la 
¿os ana variable сопу; 


ja. 
Esta serne converge on Гей] 2 — se] < Re donde R = lim Laser 


y diverge fuera del círculo indicado, o sea, para valores de z que satisfacen la 
desigualdad | 2 — 2| > А. 


431. Investigar la convergencia de la serio 
А. 1 n 
ex (н) Rr) Se 


+ 


стаса 
ergro, gusto que estín compuestas por los términos de una p 


rogresión. 
afinita decreciente, For consiguiente, converge también la serio 
con números complejos, 

Hallamos las sumas do estas progresiones: 


1 1 3 
A وکو‎ 
Por consiguiente, la suma do la serio quo examinamos es el número complo- 
jo S= 24 (3/2 1. 


432. Investigar la convergencia de la serie 
(140,10 + (3001) + (5400041) +... 
Resolución. Examinamos las sories 
р se у 04+040+Н0,001+.... 
La primera do ellas diverge, por lo tanto, diverge también la serie dada 
«оа шїї complejo." Р ^» 
433. Investigar la convergencia de la serie 
1 2 2 3 TEST 
HER GRE) RB) 
Resolución. La serio diverge, ya que su término general w, = [7 + 
+ LEG tno tiende a coro (recomendamos convencerse de esto por sf mismo). 
ч? 


434. Mostrar que la serie 
| EF e 
converge absolutamente. 
Resolución. Puesto que 4 + 1 = V Z [cos (1/4) + t sen (1/4)), entonces 
(St [simson Y t (ntt cmt). 
Por consiguiente, w, = 1/22/12, Componemos la serie de los módulos 
зн з 


Esta serit términos ja progresión geométrica infinita decreciente 
converge pa io tanto, a scie dada cba Pros complies enean aa 


435. Hallar la región de convergencia de la serie 


E o (УЗ+ egg. 


mum (Buy, aman (Xii) inu vins 


Bru E m قو‎ 
anıl ТИТ Var 2° T 


La región de convergencia os el círculo | z — (| < 3/2, 


436. Mostrar que la serie 


1 Lu. 1 i 1 
Gorda) +64 1)+ 
converge y hallar su suma, 
437. Investigar la convergencia de la serie 
1 1 4 4 £ 
(+++ !)+(уут к=!) + (q+) +° 
438. pir la convergencia de la serie con término general 
m= A+ 
439. Mostrar que la serie 
qp) EE. 
converge absolutamente. 
8—1220 


440. Hallar la región de convergencia de la serie 
L4 
epp 
441. Hallar la región de convergencia de la serie 
6—1—)-426—1—i 3 G6—1—) v... 


3. Funejones exponencial de una varlable com 
Los Juntos exponencial у a de una verae complejas? м das 
por las tgualdades 


AA а 


2 2,2 
snis iiti 
£ 


ADU 


ades existen las relaciones siguientes: 


crimi f BL 


Entre las funciones inc 


сове isons, 
€ cos s—i sens, а 
ө 
% 

donominadas fórmulas de Euler. 
Con ayu in fórmula (1) ol número complejo representado en forma 
trigonométrica 2 = r (cos q + ¿seu q) puede ser dado en forma exponencial 


aom n. 
442, Representar en las formas trigonomótrica y exponencial ol 
número complejo z = 3 + i V3. 


Resolución. Hallamosr = V IFE = 2 1/3, р = arctg (Y/ 3/3) = n/6. Por 
consiguiente, la forma irigonométrica del número dado tene la forma 


1=2//3 [cos (л/6) +! sen (n/6)] 
y la forma exponcional tiene la forma 
12/30, 


443. Representar en forma exponencial el número z = /2 — ty 2. 
VEFi 


qu fh, o soa, =2, 
444. Hallar el valor numérico e*t. 
Resolución, Utilizamos la fórmula (1): 
Ф. cos (1/2) + i sen (1/2) = 1. 


Resolución, Tenemos r 
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445. Demostrar con ayuda de la fórmula de Euler que 


сов z= "cos dz + cos z. 


Resolución, Puesto que соз = = (ett -+ e7*!)/2, entonces 


к. tp gan 


1 emtpemb, 3 etpe 
TOU fUSCE aaepe. 


446. Representar en forma exponencial el número complejo 


- +i 

447. Representar el número —t en forma exponencial. 
448. ¿A qué es igual e? 
449. Mostrar que 


соё z= cos 52+ 500832 cosa 


450. Expresar зеп? z linealmente mediante sen z y sen 32. 
bl. Mostrar con ayuda de la fórmula de Euler que Y tiene un 
conjunto innumerable de valores, y que todos son reales. 


$8 dere de ‚зик, 


So llama serie de Fourter de la función f (s) definida sobre el segment 
Ia, x] a la serie 


AED) а» сок mete senma), 
E 


donde 
mtf Fle)cosmzáz (m=0, 1, 2, 
„= { iis)snmedr теа, 2... 

Para toda función derivable partes sobre [—: la de Fourier 
convenga hacia ala fun en cada Justo de т cam e poer in 
tud (eo 0) + / (zo — 0) si =, es el punto de discontinuidad. 

Com imos también en el valor de la función 
dalos excesos дЫ angmento | m, alias ma UC Pa E ДЕЕ 

Иа Janetin jene тина [ono fiene an тат] 

Us continua, а excepción, quiza, de un número de peris co d 
primer thre (o sea, satisface las llamadas БЕМА, antenas 
le seria de Fourier en cada punte de segmento (CK, n] converge hacia la función 


Ene] la >> la de Fe la 
МУ. hcl yar qao auma de la sori do Fourier de la fonción f (z) es 


s tu 


51 la función / (z) se define en el ito [—2, 1], donde i es бте 
pon Pa qae ы eco ЧА a comple 
de la serio de Fourier SA а калы 


$e کس‎ 


ar 


Hom sen TTE) 
П 


donde 


Si / (2) os una función par, entonces su serie de Fourier contiene sola- 
mente un término independiente y cosenos, o sea, 


donde 


Si / (s) os una función impar, entonces su serie de Fourier contiene sola- 
menie senos, o sea, 


te= У msn E, 
— 
donde 
2 


4 prom as. 
è 


Si la función f (z) se define en el segmento [0, 1], entonces para desarrollar- 
la qu gro de Fourier es ае Чина adicionalmanto en al segmenta 

1: O por ua procedi rario y luego desarrollarla on serie de Fourier 
considerdadola detinida ea el = i]. Conviene delinir adicional: 
mente la función de modo os puntos del segmento [-—1, 0] 
зо encuentren de la 1 


o la Sun] (e) an al зан [1 srt Ju y en атада, 
1 омо, 
par. Con ello los сег del desarollo esta Ташада И et вао, 
del primer caso y ón si se trata dol segundo) se puedan determinar por las 
fórmulas citadas anteriormente para los coeficientes de las funciones pares е 
impares. 

452. Desarrollar en serie de Fourier la función definida en el 
segmento [—л, л] por la ecuación f (2) = л + z. 

Resolución. El gráfico de esta función ез el segmento que uno los puntos 
(ex; 0) y (x; 2л). En la fig. 27 se muestra el de la función y = 5 (z), 
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donde S (2) es la suma do la serie de Fourier de la función f (2). Este suma 
ss ana función periódica cn período de 2n y calido con la función 7 (8) enel 
segmento Í—a, л]. 


Fig. 27 


Determinamos los coeficientes de la serie de Fourier. Primeramente halla- 
mos 


a x A А 
عه 1 | ج ده‎ |е+аа = Je j «йг. 
E E la E 
L integral os igual a cero como integral de función impar, tomad: 
en el nicole бнг respecto al origen "o cocdenadas. De cate modo, ay = 


я 
= ранок 
à 


Luego hallamos los coeficientes de am. Tenemos 


ane | 163008 meine i | + cosmadr= 
ES 


x соз mz dz — анына 


No es difícil ver que ambas integrales son iguales a cero (la función 

de la segunda integral es impar como producto de una función par por 

par). De suerte que a = 0, о 864, а = ау = а, .=0 
Ahora determinamos los coeficientes de 


1 


эм: 


А А 
Û fesen mz de jesse 


dee ipeee 


m integral es igual a cero. La función subintegral de la segund: 
te iners оа! judo de dos funciones impares. Bor lo Vno, он 


Integrando por partes, obtenemos в = z, dv = sen mz dz, du = de, v = 
= Мада о sea, 


a M 2 
E eame [ rs | созт, de Fo. cosmat 
E 


Por consiguiente, el desarrollo de la función / (s) en serie de Fourier tiene 
la forma 


458. Desarrollar on serio de Fourier la función definida en cl 
segmento [—1, 1] por la ecuación f (z) = z* (fig. 28). 


Resolución, La función dada es par. Su 3,0) arco de la parábola 
comprendida entre los puntos Cun. y ron Aqui 1= 4; p 


1 
E 


А 
m pem t ненне 
i 


Aquí es necesario integrar por partes dos veces: 


1) usas! dv= cos mx de, dumdz de, vm pon mat; 


А 
mE e nn e mns 


2) uz, do sen mazdz, du=dz, v= — = cos maz; 


n 
mar د‎ ma rie nte tn ар 1-0. 
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Como la función que se examina es par, óm=0. Por consiguiente, 
10-244 X GFF enn 
e 


S seme O 


454. Desarrollar en serio de Fourier 1а función definida sobre 
el semiperíodo en el segmento [0, 2) por la ecuación f (z) = z — 27/2. 
аід Had аныны бы pelao. pene ا‎ eirin mis 
cantida is las dos variantes mi 
importantes del desarrollo. 


) Determinamos adicionalmente ls función / (z) sobre el segmento [—2, 0] 
dol modo par (fig. 29). Tenemos 1 = 


je HI 


[enmt 
Integramos por partes 
ama dps deme as Е voie, 


20) ора, | ت‎ 


dia ES 


integramos por partes una vez más: 
maz 


O as dam ds vm dece ES 


mas 


n= 50—94 m Fete а= 


=— oo mn AH, Pact. 


Por lo tanto, 


Pes —)" а. 
10 D 07 ast 


E 4 5 6 


Fig. 30 
2) Doterminomos adicionalmente la función / (z) sobre el segmento [—2, 0) 
del modo impar (lg. 30): 
La E ue 
pes j (A ®мш 


md 


de, 


cm cos PEE,‏ ووا )س 


A A A 
i 


А 
EX cos t ar 
i 


€ p 


[red | аы 


maz 8 
pm j | =~ 00 mn emi 


am=0 (m= 


Do suerte que 
з $1 
юе GE sen 


PA (eedem 
1 Saz 
ERE ) 


Lo 


455. Dosarrollar en Fourier la función (fig. 1) definida 


serie de 
en el segmento [—1, 1] del modo siguien! 
9 s a EN 
f=) z si 0<:<10; 
UX. s 12<x<l. 


Resolución. Hallamos 


1 n РА 
- = mer =+ Jimar | + 
Ya n 
++ i поа zie | Far 
02 из 


i 
Mj tectae T]. 1) cos TE dz- 


ug 
++ | 1(9 cos Ê az + e 


24 mar i (1 omar 
e A 


Aplicamos a la primera integral la integración por partes: 


wes es demde, rm ма, 
de donde 


1 maz 
ж sni drt 
S al 
A 


+i (mme (o). 


 Determinamos los coeficientes de bm: 


wes demsen а, quedes vm cos T 


T ar T 


ИСАГА 
Ca 


expo 1 
quc + шыт ка?" 


Si mæt, entonces 
Si m=2, entonces 


Si m=3, entonces 


Si mm=á, entonces 


ms, aoa giy, rd, 


Por consiguiente, 


о (З ов 8E) + е — 

456. Desarrollar en serie de Fourier la función definida өп el 
segmento [—a, n] por 1а ecuación f (2) = z. 

487. Desatlla en serio de Fourier la función definida en ol 
ta = lzi 
AEN función definida en dl 
segmento —л, m] por la ecuación f (z) = 

. Desarrollar en serie de Fourier la КЛ definida еп el 

segmento [—«x, x] por la Mi ilz) = 

AO. a en sere de Faure la función definida en el 


segmento [0, л] por la ecuación f (z) = я — 2z, continuándola sobre 
el segmento [—x, 0]: 1) del modo par; 2) del modo impar. 


122 


E ЕЕ ES = а) 


461. Desarrollar en serie de Fourier la función definida en el 
segmento [—x, al del modo siguiente: 
—h s —1<2<0; 
ta- h s 0<z<xm 


462. Desarrollar en serie de Fourier la función definida en el 
segmento [—л, л] del modo siguiente: 


( —25 й —а<:<0; 
1= a si osx 

463. Desarrollar en serie de Fourier la función definida en el 
segmento (0, af por la ecuación f (z) = 2*, continuándola del modo 
impar sobre el segmento [—a, 0. 


|. Desarrollar en serie de Fourier en el segmento [—n, n] la 
función 


—2 si —2a<z<0; 


r= a  0<z<m 


465. Desarrollar en senos en el segmento 10, л] la función / (s) = 
ko Donista aaa a а atajó 10,4] la ааыа ej 
T дет, Desarrollar en cosenos en el segmento (0, 2] la función 

т, si 0<z<t; 
m= | ê шй 4<еє?. 


$ 9 "nfegral de Fourier 


Si la función. erizos as condiciones de pa segmento 
finito cualquiera i es absolutamente оир todo 


« ojo (o soa, ү | / (=) | dz converge), entonces para ella es justa la fórmula 
integral de Fourier (que se obtiene por el paso al límite de la serie de Fourier 
cuando i ڊ4‎ o0): 


же m 
fem Û ae [resa 


como valor f toma 
Dono aas, 2 Û e б + 1 re A 
discontinuidad). 
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La integral de Fourier se puede representar en forma compleja 
+» 


+ 
fom | # | end 


EY ema ? анара du, 


La integral exterior se entiende en el sentido del valor principal, 
+» 
„ Û 1(9du= lim " 
о su. ] 16 dm ios 
qus ® a función par Ta integral de Fourier puode ser representada en la 
forma 
E +e 
2 
fi aa geni 
è i 
y para la función impar, en la forma 
+æ 


is 
TEX 
і 


Сор las tros últimas fórmulas se vinculan las Mamadas transformaciones 
integrales de Fourier: 
- Transformación de Fourier de forma general: 


m 
к-у $ а= f (3) dz (directa). 
1 
у j anis P (o) ds (inverse). 
2. Comnotransjormación de Fourier (para las funciones pares): 
te 
le ayi f f (s) cos sz dz (directa), 
ip 
t V Û toto corsa as (inversa). 
И 
3. Semo-tranajormación de Fourier (para las funciones impares): 
а 
һө=ү® $ 1 (z) son szdz (dtrecta), 
з 
e 
192 y Z f fa ( sen zz ds (inversa). 
è 
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зире al эша pot бана al 


tamento integrables a lo de este semieje y un segmento 
inito cualquiera del mismo Ts condiciones de Dirichlet. Соп ello Ia wns tran 
formación continúa la función / (e) sobre el semieje negativo del modo impar 
y la coseno-transformación, del modo par. 


468. Hallar las coseno- y seno-transformaciones de la función 
10) = e^ (1>0). 


Resolución. Tenemos 


- 
oT y E j Ecos sudu. 
T 


Puesto que | e cos sidus rs entonces 
$ 
fn y Z-a 
Análogamente ubtenemos 
E 
hoy چ‎ т. 


Aplicando, a su vez, las coseno- y seno-transformaciones de Fourier a las 
funciones fe (s) y h G). obtenemos la función J (2), о sea, 


2 созы 2 
+1 Neo + тене 
Do ello obtenemos las integrales de Laplace: 
m 


+9 + 
ў ын e, f چ سی کی‎ 


y 
1 


e| ve 
ape 


Fig. 32 
469. Sea la función f (z) definida por las igualdades 
1, si 0<z<a; 
ut | 


0, 


>а. 
Hallar las coseno- y seno-transformaciones de la misma (fig. 32) 


Resolución. Hallamos la cosenc-transformación de la función dada: 


кө-ү E T ena E j cos sa du 
VT omnc F] wnay Ет. 


allamos shora la seno-transformación: 


Toman Een 


VE oma X j ssi A 
De ello rum 


E 
2 зер оз 
q. | 


A, si Orca 


0, si r>a 


actor discontinuo de Dirichlet) y 
si 0«zca 


Tp. 

si ze. 

470. Hallar la transformación de Fourier de la función 

zi si —1<2<-—1/2; 
ios |21<412; 
I=] ES 

0, si 1«lz. 

Resolución. Según la fórmula de transformación de Fourier 


P" 
Pz $ rea 
utilizando Ja forma de la función / (), encontramos que 
i = 
У Рд= j Oats du denen 
4 5 


y 1 + 
+ pem | (muth ét dut f 0-а du, 
тт 1 
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Es evidente que la última integral son iguales э cero, Designe- 
mos Tos demás negra por Ai dy O To repre y ls calcule 


ЕТА 
h= mn аран et [= 
Ej 


E ЖИГ | 
ае ыйыы. ыйыы. йак - 


ntn en; 
* 12 
dis máu d am| A RETA 
-in UT s 


1 
Ka j (u) eiiam [E Cra tm am] 
D 


deni die ein dn, 
Do suerte que 
" t 1 4 # „ 
E [жг eine dein r4 
1 4 4 t 2 (2/2) | 2.008 (2/2) 
لاہ چ‎ е) аз маша s у. 


lentum _ 
z 


471. Hallar la transformación de Fourier de la función 
соз (2/2), si |z| <a: 
TEE 


0, зі faj>a. 
472. Hallar la transformación de Fourier de la función 
=, si —1<:<0; 
(= €*, si Osze: 
0, si [z[ 1. 


473. Hallar las seno- y coseno-transformación de Fourier de la 
función 


0, s —12xz-12; 


—A4 s —i«z«—12; 
m-f 
1, s 12<x<1l 


Capítulo IV. Ecuaciones diferenciales 
ordinarias 


$ t. Ecuaciones diferenciales de primer orden 


1. Conceptos básicos. Se llama ecuación diferencial a la quo vincula varia- 
bles independientes, su función y las derivadas (o diferenciales) de esta función. 
Si la variable independiente es una sola, la ecuación se denomina ordinaria; 
si hay dos variables independientes o más, ecuación diferencial en derivadas 


tales. 
Parcli orden superior do la derivada que forma parto de la ocuación se Паша 
ordon dela pación diferencia. Por jen p 

А P By те yè es una scuación dilerencial ordinaria de primer orden; 


2) EL —4sy Eus? es una ecvación diferencial ordinaria de segundo 


orden; 
3) y? + y "y" = z es una ecuación diferencial ordinaria do torcer orden; 
3 Fr sw, рў а 0 es la forma general do la ecuación diferencial 
ordinaria de segundo orden); 


diga da " 
5) at ŽE ya фр =0 es una ecuación en derivadas parciales de primer 


orden. 
En este parágrafo se consideran ecuaciones diferenciales ordinarias de 
imer ordon, o sea, las que tienen la forma F (z, y, у) = 0 0 p е, 

Torma resuelta con respecto a y). 

So denomina sslucif de una ecuación diferencial a aquella función do- 
rivable у = 9 (0) que el sustituir en la ecuación a la función incógnita, la 
transforma en identidad. 

Se denomina solución general de una ecuación diferencial de primer orden 

n al dominio D a la зоба y m q (z, C) que pos Jas pros 

weg 1) ез la de la ecuación dad: lesquiera que 

sean los vi de la constante arbitraria C que pertenecen a cierto conjunto: 

a) para toda condición pil y (sd = yo, tl qe (e p) € D, exito un val 

dub de C = Co. con el cual la solución y = р (s. Cu) satisface la condición 
оа dada. ^ 

"Toda solución. 


(=, Cy) que se obtiene de la solución eral y = 
аг тайа velar Со ае de C Су se llama solución particular. 

п problema en el cual se requiere ballar una solución particular do là 
ecuación у” = f (z, y) que satisfaga la condición inicial y (zo) = yo se denomi 
problema de Cauchy- 

El gráfico, construido sobre el plano 20у, de toda solución y = q (z) de la 
ecuación diferencial dada so llama cures integra? de esta ecuación. De oste modo, 
"la solución genoral y = Ф (s, C) sobre ol plano =0 le corresponde una familia 
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а integrales de de un solo : 
arbitraris Cia a тишда particular que muda: le con 
iS zi биши ша ava de i 


а a aki SSS ew anda БИКА. 
queo зе озелеп de Та solución general para ningún valor de С 
C= че o). Tales soluciones гө ада singulares. Рог ейт 


ningún 
T gráfico de la solución ox c da pu 

tiene ш te común a una de las curvas integrales definidas por Ta pales 
ción sta curva se denomina envolpente de una famila de curvas ш. 
F 
посве de obtención de las selecionet de іар саша: ааа a6 
Mama integración de la ecuación diferencial. 

2. Ecuaciones diferenciales con variables separables. La ecuación diferen- 
cial que tiene la forma 

fi (2) qu (4) dz + fa (=) qa G) dy = 0 


[ЖЕР 1 Aron p dela eo rrap де ма 
iones f; (EN f»). @ O), Py O) no acero, 
como rentado de la dvin de da ecuación Inllal pas e () v hn el et 


reduce a la 2 
Ir Au) 
9 2-00 =0. 
La integración término a término de la última ecuación conduco a la relación. 
9) ریه‎ ) 2 y 
ба 0-с 
isamente determir fc i ita) la solución de le ración 
ical a poter vos de (rmt inp ¡E өп torna зарона 
omina integral t esta ecuación.) 
474. Hallar Ja integral particular de la ecuación у cos z = уп y 
que satisface la condición inicial y (0) = 1. 


so di 


Resolución. Haciendo у = $Ë , escribimos la ecuación dada en la forma 


"m 
etg Tay 


Separamos Jas variables: 
iny öm. 


Integramos ambos miembros de la ecuación: 
Jta LO, o bien, itm mg (3) c. 


Utilizando la condición inicial y = 1 para z = 0, hallamos C = 0. Final- 
mente obtenemos 


xm Feet). 


475. Hallar la integral general de la ecuación у = tg z tg Y. 
Resolución, Haciendo у = $Ë y separando las variables, llegamos a lo 
ecuación сї y dy = tg z de. Integrando, tenemos. 


j teve IL o bien In] sen y | —ln | cos z |-+1n C 


í es más cómodamente designar la constante de integración por ln C). De 

(egre mí cómodamente зи аап үз г = С (aged nta). 
476. Hallar la solución particular de la ecuación diferencial 

(4 + 2) dy + y dz = 0 para la condición inicial y (1) = 1. 
Resolución, Transiormamos la ecuación dada reduciéndola а la forma Y - 


de 
TFF 


j£ ja ‚о bien In | y |=—arctg 24. 


Integrando, obtendremos 


Esto es precisamente la integral general de la ecuación dada. 
Ahora, utilizando la condición inicial, hallemos la constante arbitraria. с; 
tenemos In 1 = —arctg 1 + C, o sea, C = a/4. Por lo tanto, 


In y = —aretg z + 1/4, 


de dondo obtenemos la solución particular buscada 
nm 
Vamos a resolver mos problemas geométricos y físicos que conducen 
cad ШШ шо ашам 7 i " 


477. Hallar las curvas en las cuales la suma de longitudes de la 
normal y de la subnormal es una constante igual a a. 


Resolución. La longitud de la subnormal es igual a | yy” | y la longitud de 


la normal os igual TF y1. Ahora bien, la ecuación а la cual deben 
A a o et ا‎ 


[ALIA T 


ai Daria ella y', encontremos (teniendo en cuenta ambos signos po- 
les): 
v= 


Soparemos las variables: 


dy 
y 


Integrando, obtenemos la integral general: ln | a? — y*| = а/а + In С. 
Cumpliendo la 'potenciación, reducimos la ecuación de ыз Duscadas a la 


forma 
poca, 
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А los datos del problema los solamente los valores de С> 0. 
Efectivamente, do la ecuación de la Че curvas encontremos: 


y 


tyv IFI 


TFT i aeaa 
pA LER 


478. Un recipiente cilindrico que tiene 1а altura де 6 m y el diá- 
metro de la base igual a 4 m está puesto verticalmente y llenado de 
agua. ¿Cuánto tiempo el agua contenida en el recipiente tarda en salir 
de él por un orificio redondo do 1/12 m de radio practicado en el 
fondo del mismo? 


Resolución. Para resolver el problema inteado hace falta valerse de la 
formel de Bernoul que termica la velocidad 2 (eo т) con a cual ve lil 
do sale de un orificio practicado en el recipiente A m inferior al nivel libro del 


líquido: 
v=o VER. 


Aqui g = 9,8 m/s? es la aceleración de la gravedad, о es un cooficionto 
рван (dimensional) que depende de las propiedades де un liquido (para 
ES ^ 0,8). 
amos que, pasados t s después de que el agua comienza a salir, el 

nivel a qui en el recipiente sea igual бз m y dentro do] tiempo dt des- 
cienda más dh m (dh < 0). Vamos calcular el volumen del agua salida durante 
este intervalo infinitamente pequeño de tiempo de por dos procedimientos. 

Por un lado, este volumen do es igual al volumen do la capa cilíndrica que 
tiono la altura | dà | y el radio igual al radio y de la base del recipiento (= 
= 2 m). Por lo tanto, de = dh] = —nr dh. 

Por otro lado, este volumen es igual al del cilindro de cuya baso sirvo el 
orificio practicado en el fondo del recipiente y cuya altura es igual a o dt (dondo 
v ев la velocidad de salida del agua). Si el radio del orificio es igual a p (p = 
= 1/12 m), entonces do = ap? de = apto V Zgh dt. 

Jgualando estas dos expresiones para un mismo volumeo, llegamos а Ja 
ecuación 


— rt dnm opi V Eg dt. 
Separando las variables e integrando, obtenemos 
Гы dh. 2r FE. 
— - e =€ A. 
oV VR “Teper у 


Para £= 0 tenemos В = №, = 6 m. Do ello hallamos 


dt 
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y el tiempo total do salida T lo encontramos suponiendo en esta fórmula h = 0: 
rr Va. 
oot V 26 
Utilizando los datos del problema (r = 2 m, he = 6 m, g= 0,8, p = 
=Й ш, е = 93 mis), hallamos 7 æ 1062 s= 17,7 mín: 

479. En vna habitación en que la temperatura es de 20°C un 
cuerpo se ha enfriado durante 20 min desde 100 °C hasta 60 °C. Hallar 
Ja ley de refrigeración del cuerpo; ¿dentro de cuántos minutos se 
enfriará hasta 30 °С? El aumento de la temperatura en la habitación 
es de despreciar. 


Resolución. En virtud de la ley de Newton (la velocidad do refrigeración es 
proporcional a la diferencia de temperaturas) podemos escril 


Brt, o bien qini o sea. ìn (7—20)=kt+ln C. 


Si ¢ = 0, entonces Т = 100°; de donde С = 80. Si t = 20, entonces T = 60°; 
por consiguiente, ln 40 == 20k + In 80, do donde k = —(1/20) ln 2. De suerte 
quo la ley de refrigeración del cuerpo tiene Ја forma 


т—0=80 47 020 15 2 80 (1/2)1/20, o bien 7204-80 (1/2). 


Para T =30° tenemos 10 = 80 (1/2)/%, o bien (1/2)t/ = 1/8. De esto modo, 
VA - ay de donde t = 60 mia. ы из eer 


480. Determinar el tiempo necesario para que en dos vasos comu- 
nicantes se iguale el nivel de] líquido. El pequefio orificio entre los 
vasos tiene el área de o m. Las áreas de secciones horizontales del 
primer y el segundo vaso constituyen 5, m° y S, m*, en el instante 
inicial el nivel del líquido en el primer vaso se encontraba a la altura. 
h, m a partir del orificio y en el segundo vaso a la altura ha m 
(ha < №). 

Resolución. Supo que, pasados t s después de que ol Jíquido comience 
aui e] dal gia en el primor vaso descienda hasta s, m y en ol 
Yaso ascienda hasta za m. Durante el siguiente infinitamente pequeño intervalo 
Лоро de el nivel del líquido en el primer vaso se rebaja ds, m (ds, < 0) 
y en gl segundo vaso so eleva dz, m (д > 0). 

Puesto que la disminución dol volumen del líquido en el primer vaso es 
qa aumento $2 а segundo, уме рон 511 ds | = Sa | de, |, о bien. 
Ж nds ds, = | 5 

radio la designación u = n — w, là velocidad de рны 
por el orificio entre los vasos se puede hallar valiéndose de la fórmula v = 
=y E ella se determina por la fórmula de Bernoulli (véase el problema 478) 
en la cual convione suponer que ol orificio se encuentra a la profundidad ш = 
= n — s debajo del nivel libre del líquido. 

or éso el volumen del líquido que pass durante el tiempo dt, el cual es 
igual conforme a Jo dicho anteriormente a 5, dz, es igual también a vo dt = 
zs Y? Jgualando estas expresiones рага un mismo volumen, llegamos 
a lo ecus 


—S, da =00 Y Igu dt. 
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iE uS de о эе, des = Sp ду + Sa). 
Sustituyando la рген ecuación ite, encontra- 
moa la ecuación 4 тт теи» i Pe 


S55 u аир $15. 
— f oo Vi at, o bien аг тазу ү 
Integrando, hallamos 
515. 


ит, Ай 


Para te«0 tenemos u=h;—ha, de donde VUES. El tiom- 
po Juscando 7 necesario paro igualar los nivel a Lo visos lo ballenas, 
всіводо u=! 
т=с= 55:01923) 
[ET 
Resolver las ecuaciones: 
ER dn cos y dz + æ tg y dy = 0. 
W + el 0; y (1) =0. 

pa Ber tg y dz + (1 + e) soc? y dy = O; ak 

484. egy dz — S du = 0; .9- 

485. U + e) yay = дау (0) = 

486. y, + cos (z + 2y) = cos | sé - 20; y (0) = ам. 

487. y = ODE 

ёз. ylWy+y VERTO, yC e. 

489. yly'=In y; у(2)= 

490. zV TF y'dz +y VTF řdy=0. 


i9. ¿+ 
492. y E sen (z — y). 
493. уу = —2z sec y. 
494. y = en feu y (0) = 
495. y = sh (z + y) + sh (z— p). 


Toy er 
498. аиса 5р0) = 1. 
499. (V zy—V 3) dz-- (V zj-- V Y) 2y=0. 


V ESSE ey =0; уан) 
Bn 


502. HFEF 615 


503. ta елү y (а) = 
504. Se tg y de + (1 — e) sec? y dy =0. 
596; Hallic ona curva eu la cual Mi cegmento de la tangente com- 

prendido entre los ejes de coordenadas se divida por la mitad en el 

punto de tangenci 

506. La velocidad de desvalorización de un equipo debido a su 
desgaste es proporcional en cada instante dado de tiempo a su precio 

El precio inicial es igual a 4. Hallar el precio del equipo al 
expirar t años. 

507. Una sustancia se transforma en otra con velocidad propor- 
cional a la cantidad de sustancia no transformada. Es sabido quo la 
cantidad de la primera sustancia os igual a 3,4 gal pasar 1 b y 8,7 g 
al pasar 3 h. Determinar: 1) cuánta sustancia se tenfa al comienzo 
proceso; 2) cuánto tiempo pasará después del comienzo del proceso 
para que quede 1% de substancia prima 

508. Un recipiente cilíndrico do 6 m de largo y 4 m de diámetro 
está situado horizontalmente. ¿Cuánto tiempo el agua tardará en 
salir del recipiente si el orificio de 1/12 m de radio se encuentra al 
nivel de la generatriz más baja del cilindro? 

509. Un embudo cónico eon oriicio de a cm? de área y ángulo 
de 2a al vértice dol cono, está lleno con agua hasta el nivel Й cm por 
encima del orificio. Hallar la dependencia existente entro la altura 
variable del nivel del agua A en el embudo y el tiempo de su salida t. 
Determinar el tiempo total de su salida. Calcularlo para o = 0, 1 ст?, 
a = 45°, H = 20 ст. 

510. Hallar el tiempo que tarda en salir toda el agua de un em- 
Rudo cónico, si se sabe que la mitad de esta cantidad sale durante 

min. 


m КЕЗ СТАЛИ EDT O er 
c, sy) dy = O e м 3 
(К; homopéas Y рсе АСА EC 


Pra enr 
f Oz, M) = Ау (2, у). 


La ecuación bomogénea puedo sor reducida а la forma pA {ylz}. Con ayuda 
de la sustitución y = tz una ecuación so reduce а la ecuación con 
variables separables respecto a la nueva función incógnita £. 


511. Haller la integral general de la ecuación 
(P + 2ay) de + zy dy = 0. 
Resolución. үзү? P (z, y) + 2zy, Q (2, y) = zy. Ambas funciones 
cet ep EA Ep ы 
(+ 209) de pi (e dt + £ de) = 0, o bien 
б 2% 4 Hî) de + ы} de = 0. 
Separando las variables e integrando, tenemos 


=с. 


d, tà P 
feug Te 


Transformamos la segunda integral: 
la ij Ho o bien аја шр С. 
otornendo ala función incógnita anterior y (¢ = pfe, obtenemos la respuesta 


(2+1 


zn 


512. Hallar la solución parientes dela ecuación y = 2 + sen £, 
con la condición inicial y (1) — 


Resolución. Realizamos la sustitución Led de donde у = tz, dy = 
= z dt + £ dz. Como resultado obtenemos 


rdr+tdo=(+s0n dr; з вова 


Integran: 
ln | tg (i кей Ла С, de donde  t/2 = arctg (Сг). 
TUBE еа vers £ <= pia, hallamos Ta solución 
ccuación Inicial y = 2z ац (C5), Utilizando la condición inicial dada, obten- 
dromos x/2 = 2 arctg C, de donde 
Cm 1. Do suerte que la solución 
particular buscada tione la forma 
ут ds aretg s. 


513. Hallar la curva que 
pasa por el punto А (0; 1) 
para la cual el triángulo for- 
mado por el eje Oy, la tangente 
a la curva en su punto arbi- 
trario y el radio vector del 
punto de tangencia es isósce- 
les (con ello de base de este 
triángulo sirve el segmento 
de lo tangento comprendido 
entre el punto de tangencia 
y el eje Oy). „= 


Resolución. Sen y = f (z) la ecuación buscada de la curva, Trazamos la 
MN en qn punto ELO M ш: у) de la curva basta ia аиса 

Oy on el punto N (fig. 33). De acuerdo con el enunciado del problema 
debe cumplirse la Md | ONT = OM|. Pero | OM | = үз y, 
d 9n piso a ración do Ta шше Y Fr UM XT reb 


Haciendo у = tz, después de la sustitución y la separación do las variables 
obtendremos 


nn. 
yin 


de donde 
=l (Cy) 

а familia de ábolas ja eje Оу). 
шы los coo Veris del pata А on |а solución general hallada, 
obtendremos 0 = C (C у entr без vals da С == 0 y C = er tl ala 
jente el segundo, puesto para С = parábola se degenera en еј . 
Do suerte que la curva buibads es la ра рыр ы 

S-4—p, obim y=1-=% 


514. Hallar la forma de un espejo que haga converger todos los 
rayos paralelos en un punto. 


дейд. Es evidente que el espejo debe tener la forma de una superficie 
de revolución cuyo eje sea paralelo a la dirección de los rayos incidentes. Toma- 
mos Oz como esto ajo y hallamos la ecuación de la curva y = / (2) por cuya rota- 
E cio buscada. 
de coordenadas al punto en el cual convergen los га; 
reflejados. Designamos JI qr rap О 
fla. S4). Trazamos Ia tangento 77, y la normal MÍ enel to М а Ta curva 
muscada. Entonces el triángulo OMT es isóscoles con el vértice en el punto 0 


РЧ У La 
(puesto que OMT = KMT, = OTM = a). Por consiguiente, | OM | = | OT |; 
pero | OM | = V FFF у y | OT | lo hallamos de la ecuación do la tangento 
Y — y= y (X —2), haciendo Y = 0; tenemos х=з-}, de donde 


LOT] =| X] = —X === + 
Do esto modo, obtenemos Ja ecuación diferencial 


VAR + e, о bien (z-- И) р =y, о ма, 


GV FF dy—ydy=0. 
s dita, ecuación diferencia es homogénon. Para su integración os тийш 
roducir la sustitución z = fy, toman: argumento ю- 
mes incógnitas de esto argumento. Entonces obtendremos ^ 0P 
(VTF Ht) dy—y (tay + df) 0, o bion V AFi дуу dt=0. 
Soparamos las variables e integramos: 


" TRA 
TVF =0; ing=ln(t+VIF+nc. 


De donde y=C(t+Y/TFF) o retornando a las variables iniciales z ө y, 
tenemos 


Y £P 
Efectuada la simpliticación, hallamos la solución final en 1а forma 
goi (+$). 


La curva buscada es una parábola y el espejo tiene la forma de un parabo- 
loide de revolución. оте ый 


1з 


515. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábo- 
las z = ау? (a es ol parámetro de la familia). 


Resolución. Se llaman trayectorias ortogonales de fi de curvi ta- 
э Ж эн Baii, aia aaa да На ouies Шакка € asda Vt QU ê 
uvas do la primera {иша bajo el 

о recto, 

SI Ja ecuación de la familia dada 


d) 0, entonces para 
Bailar as" trayectorias 
hace falta: 


1) erp ¡ón diferen- 
cial de la familia эы, yy 


= 0; 
2) partiendo de 1а condición de 
ml =—1) уйк 
l у por 


intograr la ecuación obtenida 
D ge f problema pi 


Fig. %4 
justif por 
nai a ecuación 3 de la familia de trayectorias orto- 


2a + yy = 0, о bien 22 42 y dy = 0. 


zando la ecuación obtenida, hallamos la ecuación do la familia. de 
trayectos ortogonales: 
уи, о bien T 


Do esto modo, las trayectorias ortogonales de Ja familia dada de parábolas 
son elipses semejantes unas a otras en las cuales el somiejo mayor (vertical) 
iius da Y Feier id ame 


Resolver las ecuaciones: 


. гу (22 + 
518. лу ln (la) = Vut Tin ls) 
519. зуу = y? + 22. 


525. ay = zë" + y; уй) = 
526. zy'— ye 


— — 
arctg (y/z) * 
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521. (e + Gry? + y ) de + zy (z* + yî) dy = 0; y (1) = 0. 

528. ду = 2 (y — Y zy). 

529. Зу sen (3z/y) dz + [y — 3z sen (3z/y)] dy = 0. 

530. Hallar la curva en la cual el producto de la abscisa de todo 
Punto perteneciente a la curva por el segmento truncado por la 
normal sobre el eje Oz es igual al doble del cuadrado de la distancia 
entre este punto y el origen de las coordenadas. 

581. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circun- 
ferencias (z — 1)! + (y — 1)! = R°. 


diferenciales reducibles a homogéneas. Las ecuaciones que 


v- (aeta). 


1d #0 redi homogéneas sustituyendo z = u -+ 
КД (s LESS "punto de intersecelón de las rectas ат $ biy Y 
zu 
„® A AA 


4. Ecuaciones 
tienen la forma 


532. Hallar la integral general de la ecuación 
(22 + y +1) dz + (т + 2y — 1) dy = 0. 
Resolución. La ecuación pertenece al primer tipo, puesto que у= 
= - 21011; MEA] |= 5+ 0. Hellemos & punto de intersección de 
m TES y „+ 120; uma sam — у= 


En Ta ocunción inicial efectuamos la sustitución de Jas variables haciendo 
ud a ui tpg tE dz = du, dy = dv. La ecuación 
3e transforma ruducióndose a Ja forma 
Qu + e) du + (u + 20) dv = 0. 
En la ecuación homogénea obtenida hacemos v = ut, do donde dv = u dt + 
-+ t du; llogaremos a la ecuación con variables separables 
294 t 1) u du + u (1 +20) dt 0 
Integral general es f 1 == С, o bien (efectuadas la sustitución 
тат иа tcd] à 


бз,‏ = و ج ا 


Retornando a las variables =. = z +4, v = y — 1), después de reali- 
sas tenanan elementales, Rallamos le nal quocl dE үз 


Aniciol 
Pato 
(aquí se ha puesto С, = C? — 1). 
583. Hallar la integral general de la ecuación 
(2+y+2) dz + (22 + 2y — 1) dy =0. 


e 
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Resolución. La ecuación pertenece al segundo tipo, puesto que| з А | = 0. 


Por eso hacemos y + z = f, dy = dt — dz. La ecuación dada adopta la forma 
@+ 2) dz + Qi 4) (à — ds) = 0, o bien 
BH d+ Qr— 1) dt = 0. 
Separando las variables e integrando, tenemos 


j Nae j drm, o Men —2t—51n 18] ze —C. 


ынет a las viejas variables @ = = + 9), obtendremos la respuesta 
э: 
МА ++ 5ана 31 С. 


Resolver las ecuaciones: 

534. 2 (z + y) dy + (3z + Зу — 1) de = 0; y (0) = 2. 

535. (z — 2y + 3) dy + (2z + y — 1) dz = 0. 

536. (z — y + 4) dy + (z + y 2) dz = 0. 

537. Hallar la curva integral de la ecuación diferencial y' = 
= (Ly — 2)(y — z — 4). que pasa por el punto M (f; 1). 

5. Ecuaciones diferenciales exactas. Una ecuación diferencial 

P (e, s) dz + Q (z, dy = 0. 


donde z = PP so Iama ecuación diferenciat exacta, o ses, ol primor miembro de 
tal couación es la diferencial total de cierta función u (z, y). Si esta ecuación 
5o escribe on 1 forma ди = 0, su solución general so determina por la igualdad 
u aC. La función и (z, y) se puede determinar por la [бт 


.- Pl sa] Qo. v) dye 
ЕЯ » 


Con ello en la última fórmula los límites inferiores de las integrales, zo 

e yo, son arbitrarios; su selección está limitada por una sola condición; las inte- 
ales en e] segundo miembro de osta fórmula deben tener sentido (o sem, no 
ben ser integrales impropias divergentes de segundo género). Si la condición. 
ФР — 90,0 so cumple, entonces en algunos casos so puedo reducir Ia ecuación 
en examen al tipo indicado, multiplicándola por el así llamado actor integrante 
que, en el caso general, es la función дегер p (z, y). Si en la ecuación dada 
Pi i d and integrante que depende sólo de z, este factor se determina por 

а förmul 


E y/o. 


poe 


donde la relación (бе — 2€ /Q dobe ser función sólo de =. Análogamento, el 
actor integrante que depende solamente de y se determina por la fórmula 


GD 


donde (Ê — ¿2)/P debe ser función sólo de y (la ausencia de y, en el primer 


caso, y dà +, en ol segundo caso, en estas relaciones es ol criterio de existencia 
del factor integrante del tipo examinado). 


538. Hallar la integral general de la ecuación 
(E + y + sen y) dz + (e + x + z cos y) dy =0. 
Resolución. Aquí Р (z, y) = ex + y + зеп y, Q (z, y) = el +24 zcosy, 
Sy T 1 + cosy, Gg = f + cos y. Por consiguiente, el primer miembro de la 
ecuación e la diferencial total de cierta función а (s y), o sea, 


в, 20е +з+зоозу. 


Aen 5 


Integramos > con respecto аз: 


ЕДЕТЕ СТЕСТ 


Hallamos la función С (y), derivando la última expresión respecto а y: 
cose [7 
Obteuemos la ecuación 
æ+ т созу +C (y) = z+ с сову + el, 


do donde encontramos C' (y) = e”, o sea C (y) = eV. De este modo, la integral 
genera] de la ecuación tiene la forma 


e + ay sm a С. 
539. Hallar la integral general de la ecuación 
(z +y — 1) dz + (e + 2) dy = 0. 


ейиш. Aquí Р, рафи, At Ê = 4, 


Res por lo tanto, Me aM del el pt, ан; 


la ocuación dada es una 
Determinemos la integral [47 por 11:7 


[D pas joe. ne=c. 
E E 


Tomando z, = 0, yo = 0, obtendremos 


je 94:4 { e dye Cy, о bien [2589] ц=с. 
Sustituyendo los tutos, encontramos 
debere AS C, o bien D 
donde C = €, + 1. 
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540. Hallar la integral general de la ecuación 
(2 cos y — y sen y) dy + (z sen y + y cos y) dz = 0. 
Resolución, Tenemos 
P(e, у) = zseny + ycosy, Q(z, y) = z cosy — y sen py 


r— y ЭЁ чое, 


Ej 


тезу узу 
Por eso la ecuación dada tiene un factor integrante que depende solamente do z. 
Dotermh integrante: 


emos este factor 
ار‎ 


Multiplicando la ecuación inicial por e*, obtenemos la ecuación 
a 
Ja cual, como es fácil convencerse, es ya una ecuación diferencial exacta; en 
esto, tenemos. Ру (ш, y) = et (e son jd усе, Qe = e (z cos y = 
— y són y). Do ello 
P1, 
TW 


is cs d [eta con — y son уй met [e cos y—y тешу +оо. 


» [е (z sen y-+y cos g)] m e (x cos у соз y— yh 


Estas derivadas son iguales consiguiente, el primer miembro de la ecua 
ción obtenida ee жык Фр: - ” i 
De esto modo, tenemos 


ди ди 
=e (cosy gsm), pne son yeu cosi). 


Integrando la primera de ostas igualdades respecto a y, hallamos 
u= f e(z cos y—y son 1) dy С (e) =e sen y Fey eos ye sen yC (ae 
Hallamos la derivada de la función obtenida con respecto a z: 
i-e sen j-k ext sen y—e* son y-L-e*y cosy +C' (2) = 
ex (esen y+y cosi) +C (0. 


Comparando el valor obtenido do $ con Р (z, у), obtenemos C' (z) = 0, o sea, 


fm O. Por consiguiente, Ja integral general do la ecuación inicial tiene la 
jorma 


u (z, y) = езеп y + узсо y — eson y = C, 0 bien 
e (z sen y + y cos y — sen y) = C. 


Resolver las ecuaciones: 
541. (z+ sen y) dz + (z cos y + sen y) du = 
542. (y + e“ sen y) dz + (z + e“ cos y) dy = 0. 


543. (zy + sen y) dz + (0,52% + z cos y) dy 
EA Qay +z d e) dy = % y (0) = 0. 


545. (ayet + In y) dz + (e? +7) dy =0; y (0) = 1. 
y E ерй or о. 
547. (y + zla y) dz (621) dy 0. 


548. (22 + sen y) dz + (1 + z cos y) dy 
549. ye" dz + (y + e) dy = 0. 
550. (e* sen y + 2) dz + (e* cos y + y) dy = 0. 


561. (ln y — 5y* sen 52) dz + (5 4 2y cos 52) dy = 0;7 (0) = 


552. (arsen = + Zag) de + (at + 1 arta y) dy = 0- 
553. (duty + зеп з) dz + (z3 — cos y) dy - 

554. (e + 329) de + (e + Ay) dy "" =0. 
555. r oe e her 


556. (se 1) 42 + (0-2) 40. 


Integrar las siguientes ecuaciones que tienen un factor integrante 
quad depende sólo de z o de y: 
7. y dz — z dy + Ìn x dz = 0 (p = Ф (2). 
A (22 cos z — y) dz + z dy = 0 (p = Ф (2). 
559. y dz — (z + y?) dy = 0 (и = Ф (y). 


560. yV 1—jidr +(«УТТИ+у)4у=0 (а= e(). 


561. Demostrar que la ecuación Р (z, y) dz + Q (z, y) dy = 0, 
la cual es simultáneamente homogénea y ecuación diferencial exacta, 
tiene la integral general Pz + Qy — C. 


Indicación: valerse del teorema de Euler sobre funciones homogéneas con- 
forme al cual 


Еу Р, 0 


а 1 de hom: id de las Р (2, (z, 
dosis кыйыны үг zt funcione Ро у oo 
пош, La ecuación de la forma 

Y-cPGOy-00) 


se Паша lineal (y e у entran en primeros grados sin multiplicarse entre sí). Si 
а» Ja ecuación ве llama lineal no homogénea y si О (s) = 0, lineal homo- 


general ecuación home lineal y + P (2) y = 0 
AA EO 


dz $ -f Р}: ln =-} РТА‏ )2( م 


o bien, finalmente 


rad ree 
donde C es una constante arbitraria. 

La solución general de una ecuación lineal no homogénea se puede hallar 
partiendo de la solución general de la ecuación homogénea ondiente con 
ayuda del método de Lagrange, haciendo variar la constante arbitraria, о sen, 


apaan , donde С (z) es cierta función derivable de = 
P dobe sor 3 
En Para ballar С (2) es necesario sustituir y en la ecuación inicial lo que conduce 
a la ecuación 

cm Aa. 


Do aquí, 


m 
cojan ast. 

donde С es una constante arbitraria. Entonces la solución general buscada de Ја 
ecuación no homogénea tiene la forma 


pen [зене ree, ie]. 


Las ecuaciones linealos do primer orden se pueden integrar también por el 
mitodo de Bernoulli que consiste en lo siguiente. Con ayuda de la sustitución 
pp, donde » on, dos funciones desconocidas, la ecuación inicial se trans- 
forma reduciéndose a la forma 


w vuv Р (e) uo = 0 (2), о Меп uly + P (z) vl vv = Q (2). 


Valiéndose del hecho de que una de las funciones desconocidas, (por ejem- 
plo, v) puede ser elegida arbitrariamente (puesto que sólo ol producto uv 
Jatisfacor la ecuación inicial), por v se toma una solución particular cualq 


— $ Pe) dx 
de la ecuación y + P (2) v = 0 (por ejemplo, 1 ie anula, 
Анаа до a dn la tima! ecuación. Entonces la eculción 
lente so reduce a la ecuación 


aeih owe A 4 
de donde 


IL 


sc f oce ч. 


La solución general de la ecuación ínicíal se halla multiplicando u por v: 
fria P (de 
que (feo d 2+]. 


La ecuación (по lineal) de la forma 
y +P (a)y = Q (a)y, 


donde m æ 0, m + 1, se llama ecuación de Bernoulli. Puede ser transtormada en 
ecuación lineal, reemplazando la función desconocida con ayuda de la sustitu- 
ción a = j^ debido а la cual la ecuación inicial se reduce a la forma 


TA +=. 
Al integrar ecuaciones concretas de Bernoulli no hace falta transformarla: 
18 en lineales sino aplicar directamente el método de Bernoulli о ө 
variación de la constante arbitraria. 
562. Integrar la ecuación y cos? z + y = tg z, con la condición 
inicial y (0) = 0. 


Resolución. Integramos la ecuación homogéneo у сов? = + y 
rando las variables, obtendremos 


0; sopa- 


dy, de P —се-'өх, 
AO ту›+шг= юс, yacente, 


Buscamos la solución de la ecuación inicial no homogénea en la forma y = 
= С{(д)е!# =, donde С (т) es la función desconocida. Sustituyendo en la 
ecuación inicial y= C (z) € * е ym C' (z) e * — C (z) e = soc? д, 
Megamos a la ecuación 


cost 2 C' (ауе-& *—C (s) MEF sect x cost С (7) e E mtg z. 
o bion 
C' (s) costz etë Ug 
de donde 
PN С. РРР 
=| GE dre (ф#—1)+с. 
Do esto modo, obtenemos la solución genoral do la ecuación dada: 
у=зша—1+ cet. 


Utilizando la condición inicial y (0) = 0, hallamos 0 = —1-- C, de 
donde C = 1. Por consiguiente, la solución particular buscada tiene la formi 


yazi eez, 
563. Intograr la ecuación y — y th z = ch® z, 
Resolución, Es una ecuación lineal. La resolvemos por ol método de Ber- 
noulli. Haciendo y = uv, tenemos 
шъ йи ирс = chhz, o Мер u(r = v th 2) -+ uv = cht z. 
Hacemos Y — v th z = 0, de donde È = th z ds; integrando, hallamos In v = 


= In cb z, o bien v = eh z (no introducimos la constante de integración, n 
[rj suliciente hallar una solución particular cualquiera de esta ecuación 
auz 


Dex dstermizar а tememos la ласа ное дле о eliam ди, 
de donde hallamos u = fon zaz = sh z + C. Multiplicando ш por v, logra- 
mos la solución general 

y= hsb =+ 0. 
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564. Integrar la ecuación 
y e атола +a. 


Resolución, Integramos la ecuación homogénea respecti 


doge lo (1) + Inc. 


o sea, y=C V T=zA, Ahora hacemos y=C (z) Y T=3% entonces 
=e VF. 


Efectuada la sustitución en la ecuación inicial no homogénea, obtenemos 
2 zC (7) = 
€'(9y TEF. ш: = дас VT =ar sen 242, 


озм, 
ЕРЕШЕ 
COVA 
Integrando, hallamos 
co [FEA E] nmm v Ie. 
De este modo, la solución general de la ecuación dada tiene la forma 


iy TEA [eren ш-үт=а+с]. 


505, Resolver la ecuación z’ + L==ty!, 

Resolución. Es una ecuación de Bernoulli. La integramos por el método de 
variación de la constante arbitraria. Para esto integramos primeramente la 
ecuación homogénea lineal correspondiente y’ +Ë = 0 cuya solución es 


=> 

Buscamos la лү de la ecuación inicial de Pernoulll, haciendo 
y=, y 0 CL ía sustitución do y o у en la ecuación ini- 
cial ofrece: 


Ci) Сз) у CN £o á € (r) Ic cu 
A em, owes ,ك‎ 


Integramos la ecuación obtenida: 


SE NN NE 
FORT: -ypg ne co 


101220 


De esto modo, la solución general de la ecuación inicial es 
1 


1а (Са) * 


co 
i2 58. 


566. Integrar la ecuación 


" 2 Vy 
y ve ea 


Resolución. Es también una ecuación de Bernoulli. La integramos por el 
método de Bernoulli. para lo cual hacemos y = uv. Sustitoyendo en la ecuación 


inicial y = ur, y = wv + us, agrupemos los términos que contienen u on el 
primer тай 
E v 22 yx 
поа) Vus 


Tomemos por v una solución particular cualquiera de la ecuación 
2w 


#-тти=%® 


Soparando өр ella Jas variables, hallamos 
do м : s Р 
E Mem veita 
(no introducimos la constante de integración). 
Рага hallar ш tenemos la ecuación 


о bien (puesto que о== 14-29) 
Ayi ogs , 
T 


Separamos las variables ө integramos: 


de 2aeigr 
түш dx 


dr. arctg? r+. 


= (14 Marta a + OY 


Ahora bien, u = (ас x + 
ов la solución general de la ocuación inicial. 


567. Integrar la ecuación y = zy' + V' ln y. 


Resolución. Esta ecuación se puede integrar fácilmente, si se cambian de 


e y: tomando ¡mento la función desconocida т. Para esto 
фо taita toleronte (Utilizando Ta fórmula de derivación de le función Inversa) 


poner y4 = 1/zp. Entonces la ecuación dada se transforma en la siguiente: 
эт = а-у. 
Esto өз una ecuación lineal respectoa a z. Jntegramos la ecuación homogénea 
respoctiva yz = r; tenemos 
#4 dy 


AL". z= 


== y 
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Buscamos la solución de Ja ecuación inicial no homogénea, haciendo z = 
= C (y) у, de donde ту = С” (у) y + C (у). La sustitución en la ecuación da 


СШС ису s, de donde Cr, 
14 In y 
HM 
Multiplicando C (y) por y, hallamos la solución de la ecuación inicial 
z= Су—1—Шшу. 
568. Integrar la ecuación (zIny — 2) y' = y. 


Resolución, Esta ecuación se puede integrar con ayuda de la misma trans- 

formación precedente, Tomando y por argumento y з por función desto- 
imos esta ecuación a la forma 

P$ly—zeyw, oben ye += ly. 


Esta es una ecuación de Bernoulli con respecto и z. Integrando la ecuación 
homogénea lineal respectiva yz + x == 0, hallamos z= С/у. 


c()-c—. 


Tomamos en la ecución inicial r=, de dondo x= Зи - 


P. llegamos a la ecuación siguiente para doterminar C (y): 
ey 0 ELM EMP ny, obion с 0) EPIS, 
Separamos las variables e integramos: 


асуу ھل ے‎ A - 
TT 9н a E: caudis 
¡o itiplicando С у) por 1/7, hallamos la solución general de la ceunción 
iniciat 
ы Li 
TESEL 
Resolver las ecuaciones: 
569. zy — y = 2*cosz. 
570. y + 2zy = ze, 
БИ. y cos z + y = 1 — sen z. 
572. y + Ey = 5:00) =0. 
573. (1 + 2*) y + y = arctg z. 
574. y VI=2 +y = aresen z; y (0) = 


575. y — E =c08 за. 


576. y түту 2192; y(e) m e2. 


577. y sen z — y cos z = 1; y (3/2) = 0. 
578. y (2) y 


10. ИЛ 


Indicación: tomar z por función desconocida. 
579. y + Зула Bz = sen 6z; у (O) = 03. 
580. (22у + 3) dy — y? de 

Indicación: tomar т por función desconocida. 
581. (y +22) y = 
Indicación: tomar т por función desconocida. 


582. y + may 


585. day" + 3y = -ety 

586. y ym e Vy, y(0)=9/4. 

587. y cap (+ 1) sen; y) 
588. y dz + (z + zy?) dy = 0. 

beue tomar z por бөре e 
589. y — 2y tg z — yt зеп 
590. had sy Lin уа) = 


Indicación: tomar z pur función desconocida 
ciones de =p (0) e spe А y Estas ecuaciones зе 
integran fácilmente en forma parambrica sl se hace y” р y se toma p por 
iro, con cuya ayuda conviene ЖП Vanto £ como у En elgeta, hacian- 
y == p en Ja ecuación = = (у, Inmediatamecto obtenemos resi 
рит z por medio dol parámetro р + = = $ (p). De aquí derivando encontramos 
dem q (pid, pero, puesto que dy = y dz = p dz, entonces, por consi- 


guiente, dy = pg (p) dp, e у зе determina por la integración: y = | pg! (p) dp + 


с. 
F Cy esto modo, la solución de la ecuación z = q (y) se escribe en la forma 
paramétrica. 


(v= oe arc. 


mento, tomando у” = p sn la ecuación y = p (y'), hallamos y = 
= “ә derivando y, obtenemos dy = q’ (р) dp. Pero, como antes, 


= p dz. Porlo tanto, p dz = (р) dp, de donde dz = TWP Tinana 
= por la integración: z= | REP + c. La solución genera de la ecuación 
ge) tiene la forma 
s' (ap 
ө ш 
у= 9 (0). 
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Si esto so logra, en ambos casos se puede eliminar el parámetro p y hallar. 
la integral general de la ecuación. 


591. Integrar la ecuación z = у sen у + созу. 


Resolución. Hacemos y = p. Entonces z == p sen p + cos p. Derivaremos 
esta igualdad: n 


dz (sen р + p cos p — sen p) dp = р cos p dp 
y sustituimos la expresión para dz en la igualdad dy = p dz: 


dy = pcos p dp, 
о sea, 


u= фр cos p dp = gh — 2) sen p + 2p cos p + С. 
De este modo, la solución general en la forma paramétrica tiene el aspecto 


{ ат» psen p-rcos р, 
у= (p"—2) sen p+2p cos p C. 

592. Integrar la ecuación y” = arctg (yl. 

Resolución. Hallamos previamente y = у? y. Tomamos y' = p; enton- 
og AT dy E CITAS seca p) dp y. 
reemplazando dy ES p dz, obtenemos gie p (2 tg p + p sec? p) dp, & 
donde, simplificando р e integrando, hallamos 

z= Û@ tgp Fp seet p) dp = p tg p — In cosp + С. 
La solución general de la ecuación dada tiene la forma 
(жг p. 
zc pig p—Incos p--C. 


593. Integrar la ecuación z = у + In y. 
Resolución. Pongamos у = р. Por lo tanto, z = р + In p; derivando, en- 
contromos dz = dp + [3 Como dy = p dz, entonces 
LAN 
dye p (ao E) eto tan. 
Integrando, hallamos 
y= ++. 


La solución general de la ecuación dada escrita en la forma paramétrica 
revisto el aspecto 


Aquí el parámetro p es fácil eliminarlo; de la segunda igualdad obtenemos р = 
=VZ(y— С} — 1 (р > 0 y por eso delante de la raiz hace falta poner el 


due 


pinp. 
E) 2 
p oec. 


signo e+»). Sustituyendo la ех] in encontrada en la primera dad, 
Мйшлоз la solución general de la ecuación еп la forme sigues ® 


z=V 2G—=0)—14 In [VIG =]. 


Resolver las ecuaciones: 


600. х = ev (2y” 
601. y = y ln y. 
8. Ecuaciones de Lagrange y de Clairuut, Se llama ecuación de Lagrange 


а una ecuación diforenclal de primer orden, lineal respecto а z € y, de cuyos 
coeficientes sirven las funciones de e кер 


Pzt QU) y R (у) = 0. 
La ecuación de Lagrange se integra del modo lente. Vamos a resolverla 
respeclo a y y tomamos cómo parmetro у^, haciendo y 
y= zf (p) + Ф(). 


Aqui se introducen las signaciones у (y) = —P (y'WQ (y), py = 
dn уура ЖАЛА dd дЫ 
miembro dy por p dz, llegamos a la ecuación 


p dz = | (р) dz + 2] (p) dp + Ф (р) dp. 


Lo ecuación obtenida es lineal con respecto a z (como función de p) y por eso 
n ser integre Si su solución es z = Р (p, C), entonces la solución general. 
le la ecuación inicial de Lagrange se escribirá en la forma 


(tere o. 
утау (р)+-Ф (P =F (p, Су{ 49 (Р). 


Se Пипа ecuación de Clairaut a la ecuación que tiene la forma 


+90) 
es un caso particular de la ecuación de . Integrándola por el procedi- 
Siento indicado, es fácil obtener la solución general у = Co 4 9 (C) la cual 
define una familia de rectas sobre un plano. 
No obstante, la ecuación de Clairaut, además de la solución general, tiono 
aún una solución singular definida por las ecuaciones paramétricas siguientes: 


| 2= —% (р), 
y= — Ре (р)+Ф (р). 


La solución singular de una ecosción de Claient (sla existo si y (pv 
sh const) es la envolvento de una familia de rectas determinadas por la solución 
oral (en otras palabras, de solución general de la ecuación de Clatraut sirve la 
familia de tangentes para la solución singular). 
Una ecuación de Lagrange también puede tener soluciones singulares, con 
ello las soluciones singulares de esta ecuación (si ellas existen) son las tangentes. 
Comunes a todas las curvas integrales definidas por la solución general. 
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602, Integrar la ecuación y = ду — e”. 


Resolución. Esta es una ecuación de Clairaut. Hacemos у = p y escribimos 
la ecuación еп la forma у = ра eh. La dorivamos, dy m pdz -+ zdp — 
— 69 dp: pero dy = р dz, por eso la última ecuación adopta la forma z dp 
Z io dp = O, o bien (z — e?) dp = 0. Por lo tanto, o dp = 0, o bien z = «P. 


Si felice dp = O. entonces р — C; sustituyendo esto valor do p en la igualdad 
Si ao haco Р = tenemos Ta solución general de 1а ecuación dada: 
у= 62—46. 


SI hacemos z= Р, entonces y = pe? — eP (р — 1) eP y llegamos а la 
solución singular de la ecuación inicial ы 


{ 2=0, 
==) е, 

Eliminando el parámetro p (en el caso dado p}== In z),'hallamosila solución. 
etogular en la forma expli 


у= 2 002—1). 


Verifiquemos que el conjunto de rectas determinadas por la solución general 
es una familia de tangentes a Ja curva integral singular. 

Derivando la solución singular, hallamos y == lo т. Lu ecuación de la 
tangente a la curve integra! singular en ol punto M (zo; yo) {donde yo = ze X 
X (n т, — 1)) se escribirá en la forma 


утиб а). oben y — 3o (n zo — 1) dns (£ — 
lo que, efectuada la simplificación, resulta y = z In z — ду. Si aquí so pono 
Ла z, = C, la ecuación do la familia de tangentes a la curva integral singular 
tendrá la forma y = Cz — «^ que es lo que se necesitaba demostrar. 


603. Integrar la ecuación y = 20° + у. 


Resolución, Esta es una ccuación de Lagrange. Procedemos análogamente 
al ejorcicio anterior, o sea, hacemos y” = p, entonces y = xp" +- pè, Derivamos 
la Última d: dy = pt dz + 2pz dp + 2p dp. Efectuando la sustitución 
dp p d, dimos a la nación y de = рак 293 dp + 2p dp- De aquí, 

Implificando р, obtenemos la ecuación con variables separables 


(0 аг=2 (240) 4р, о bien Yu. 


Integrándola, encontramos 
e+ 0= —2hit—p|-laC; z+ t= Сір tr. 
Utilizando la ecuación dada y = p? (т + 1), obtenemos 
v= Cpl — ph 

иык do la solución Aigle coo у= de Кышы ыы, 
mos у = 0; esto es una solución singular. 

De suerte que 

{ 2+1 = СҢр—1), 
у= Cp 

En la solucit wir 

iiy Е: тр scm е1 parámetro p se puede eliminar y reducir a la forma 


es la solución general; y=0 es la solución particular, 
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Resolver las ecvaciones: 
. уау VEFET. 


604. 
605. 2=- + 
606. 
607. 


. y= ry’ +y’ y". 
ya (y) + 
608. 2y (y + 1) = zy”. 


$ 2, Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 


1, Coceptos básicos. Se llama ecuación diferencial de n-ésimo orden a la 
que tiene la forma 


Fas iy mm 0. 


De solución de tal ecu 
convierte la ecuación 


P lz, e 9 (а), 97 (0, ee (01 0. 


vo tode función я voces derivable y = q (s) que 


El problema de Cauchy para esta ecuación consíete en hallar una solución 
tal que satisfaga las rca rei. Г = ур 


«ma c pj^- para 
tamos: dee 


1 primero. 
fuper integración do las ecuaciones diferenciales de n-étimo orden se logra 


yy (o, yon |а Са +С, 


ye Û i (+O Се Ce 


م گے = 
+ کچ + gin‏ 


Haret Unc Са» 
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donde] 
шёл. 


als " 


Puesto que i, fie ... son constantes, la solución general 
so puede escribir también así 
y m fa (H бизэ Сача... Cra б 
609. Hallar la solución particular de la ecuación y” = ze** que 
satisface las condiciones iniciales y (0) = 1, У (0) = 


Resolución. Hallemos la solución general por integración sucesiva. de la 
ecuación dada: 


=} РЕ 


у= авес 
о bien 
ПАТЫ Ge C. 


(monos de las condiciones iniciales; 1 = 2+ Cy; Су= f; 0= 
z A Су, Су = 1. Por consiguiente, la solución particular buscada tione 
forma 


рт е2 +24 
ista misma solución se hallar también del modo siguiente, utili- 
mado las condiciones inicial 3 


ГЕТА + азр rete + ls 


vy O4 е Панне ЦЕ 2 еа (80а. 
$ 


Resolver las ecuaciones: 
0 0" = ra) UI @=о,у' 9718, y" 0) 


um mms уш) =0, y (0) =0, y" (0) = 2. 

612. y!” son z= sen 

613. y" iam ÓN 

614. y" = ze; у 0) = 0, y” Q) = 2, y (0) = 2. 

3. Ecuaciones dilerenciales de la forma Р(х, Юю, gcn. 
no contienen la función buscada. El orden de tal ecuación se 


eet Me. eenaa i ae ае ia d 
ecuación dada, o sea, haciendo yi = z. Entonces obtenemos la ecuación 


Flo а, ¥, a ay UN) = O. 
De este modo, el orden de la ecuación se reduce en k unidades, 


615. Hallar la ecuación general de la ecuación zy" = y ln (y'/z). 
Resolución. Haciendo y’ = z, reducimos la ecuación a la forma 
f = sln (2/2), о bien ғ = (als) ln (zz). 


Esta es una ecuación homogénea de primer orden. Tomando s/z = t, de donde 
e= tz, £ = fz + 1, obtenemos la ecuación 


A a 


Integrando, hallamos 
Inünt—it)-1nz-inC, oben Int 


= са, 


«de donde t = el*Cx; retornando a la variable y, llegamos a la ecuación y” == 
= ge tC, Por consiguiente, 


( ans TE 
yj tttm e tt дрен +6. 


616. Un cuerpo de masa т se deja caer por la vertical desde cierta 
altura sin poseer ninguna velocidad inicial. Durante la caída el 
cuerpo experimenta la resistencia del aire la cual es proporcional al 
cuadrado de la velocidad del cuerpo. Hallar la ley de movimiento 
del cuerpo. 

Resolución. Wtroducimos las designaciones siguientes: s, el camino recorrido 
por el cuerpo; v = f, su velocidad; з = 555, su aceleración. Sobre el cuerpo 
actúan estas fuerzas: su peso P = mg (en cl sentido de su movimiento) y la 
stencia del aire Р = kv = k( Se (en el sentido contrario a su movimiento), 


Basándonos en la segunda ley de Newton, llegemos a la siguiente ecuación 
diferencial dal movimiento. del cuerpo: "gus e idi 


mom P—k0% о bien noma (4£). 
Valgámonos de las condiciones iniciales: sí t-0, entonces s=0, 


Аг ч 
vs р =° Sustituyondo F por v, reescribimos la ecuación en la forma 


de 
dr 


La, 
m 


de donde, haciendo =at, tenemo 
mos ( <o): 


di, Integrando, balla- 


iai 


De ello 


em 


A © (амм). 
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Pus SE / FE. 3 V Ж, шлш» ри, obtenemos ука 


determinar s la ecuación 


а 23 
eh р Se, 
de donde, integrando. hallamos 


Y ашау Eireren y X een, 


sinay E: 


yla velocidad demevimilosto, jor la сыйа v = 6 ay% t Aqui a = VE 


es Gti señalar que Ja velocidad de movimiento no crece ilimitadumento, ya que 
Нш v= a = y Élpuesto que lim th / BE = 1), donde Р es el peso del 
Corpo; además, prácticamente la velocidad de caída alcanza, su valor límlte 
dor micha гарт, орубай da ee on una magnitud muy теша, 
Precisamente un cuadro así se observa en la práctica cuando so ojecula un salto 
en paracaidas de apertura retardada desde gran altura. 

Resolver las ecuaciones: 


617. y'— #@=1, '@= —1. 
618. М س ”و‎ ay = 2. 

619. day "y" = y^! a 

620. (1 + 27) 


0. 
62. y" (—1) —y = O; y (2) = 2; у 2) = 1, у 2) = 1. 


4. Ecuaciones diferenciales de la forma F (y, у, у,.., y“) = 0 sia 
variable independiente. La ecuación de esta forma admite la reducción del 
orden, si se pone y" = z y por nuevo argumento se toma el mismo y. En este 
caso y", ^, ... se expresarán con ayuda de las fórmulas (que se deducen según 


la regla de derivación de la función compuesta) у" = E is m + 


+(@ " . + por z y las derivadas de z con respecto a y, adomás, el orden 
de la ecuación se reducirá eu una unidad. 
622. Resolver la ecuación 4 + у = yy”. 


Resolución. Hacemos y'=2, La ecuación toma la forma 


sea, una ecusción do primi 


mun Mines ripis a 260 


15 


variables separables, Separamos las variables e integramos: 


sdr 
iA 


=: а +2) 21у f 


=; з= Y TPL 
De aquí, retornando а la variable y, tenemos: 


yery PT 


Ela Cwt Ио, 


o bien, 


4 а NETT) 
ветр ОО pat CD Cim eh C, (eC) Ct ch CEPS 


integral (o sea, y') de la ecuación y” == 


622a. Hallar 
ones iniciales: y (0) = 0 


= b sen y — ky’? que satisfaga las con 
ey (0) = 0. 


‚4 
q dy" 
La couación tomará la forma -y 92 = sen uke, Es маа ecuación lineak 


Resolución, Pongamos yes, 2y ya my! ДЕ, о son, tm 


de primer orden respecto a s: f 3kem 2% sen y. Reselviéndola por ol 
método de Bernoulli, o sea, haciendo la susticución : = ш>, obtendremos 


aw pde de 
o (ipee): deny. 7 200—0, 


ше y dec 2h sen y «ду. 


Integrando, encontramos 


meg P sen y cos y +0. 
smu Cer 4 O ksen y cos) y! 
Utilicemos las condiciones iniciales y determinemos: С. 


2 
Ca 


Por consiguiente, la primera integral buscada tiene la forma 


Ey righe sen y cos 


623. Hallar la curva en la cual el radio de curvatura es igual 
al cubo de la normal; la curva buscada debe pasar por el punto 
М (0; 1) y tener en este punto una tangente que forme con el eje Ог 
un ángulo de 45”. 


156 


Resolución. Puesto que el radio de curvatura de la curva plana se expresa 
la fórmula R = (1 + y'*'/*/y" y la long Rud qe ود پک‎ = yt УЗ, 
TATE NUES vet 


COP? Ly rry 


De ello, reduciendo en (4 + y/?/*, llegamos а la ecuación у"-и = 4. 


Tomando у' =s, î, obtenemos para z la ecuación et 


z 
=1. Integrándols, hallamos 


ай=уза„ obia Er озм», Cy 
T T 


ag la ecuación у? = C, —‏ ا ی 

азо аталаар, Coda hallamos partlenes de la¿ondlción de que la 

tangento en el punto Af (0, 1) forme con el eje Oz un ángulo de 45°, osea, tg del 

- 1, o bier (0) = 1. Por consiguiente, 1 = C, — 1, o sea, Сү = 2. 
EL er ووا ا‎ be ر‎ la Kio д. ЫЛ» 


з= 2 — у", de donde y = VEA, separamos as variables e integramos: 


a: 2 DECRE! 
Ve PV PA O rep enean 
Encontramos la constanto arbitraria C, partiendo de la condición de que 
la curva pase por el punto Af (0; 4), o sea, 1 == ¿[(2-0 + Суу + fli Ca = 1. 
Por lo tanto, la curva buscada se defino por la ecuación 
petti 


Resolver las ecuaciones: 
624. р " (2y + 3) — Фу" = 0. 
625. yi-0 OA y (0) = 2. 


аир. 
+y. 


5. Ecuaciones de la forma F (y, Y, У, У", ===, y^) == 0) homogéneas con 
„ И"). La ecuación de la forma indicada admite la reduc- 
"unidad al sustituir y'/y = z, donde z es la nueva función 


631. Resolver la ecuación 3y* = 4yy" + y. 
Resolución. Dividimos ambos miembros de la ecuación por y*: 


з (5) Lt. 
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Hacemos Hz, de donde JZ 


resultado obtenemos la ecuación 


+ o bien, +z. Como 


зи-ш—@'=1. о bien Ar =1428, ose پش‎ = -La. 


De ello, integrando, hallamos 


amu Cz, о bien tg (C, 


=u (+ 


Integrando la última ecuación, obtenemos 


To yazá In сөз (Ci) blo Cy ohien y=Cycost (FP 


632. Resolvor la ecuación у? + yy" = yy”. 
Resolución, Aunque eta scución pertenece al tipo precedente, ella puede 
{зү роги n procedimiento más sencillo. En la misma el 


es (уу) en virtud de lo cual la ecuación toma la forma (yy) ST 
San a as De aquí 


1 (у) = x ¥ ln С, о bien gy = Ce, ose, ydym Cex dz, 


Integrando, encontramos la. sta definitiva: 
М2 = Ce + Ca. 


Resolver las u iones: 


E vM 
бв. беу” > 


+y’ = 0. 
Lala 
636. y" = уе; y (0) = 0, y (0) = 1. 
636a. Hallar la primera integral (o sea y^) de la ecuación 2yy” "i 
zd g? que satisfaga las condiciones iniciales: y (0) = 
y( . 


Indicación: efectuar la sustitución y’? == s. 


637. Hallar la curva si la proyección del radio de curvatura sobre 
el eje Oy es constante e igual a a y el eje Oz es tangente a la curva 
buscada on el origen de las coordena: 

638. Hallar la curva en la cual el radio de curvatura en un punto 
cualquiera es igual a sec а, donde a es el ángulo formado por la 
tangente en ol punto respectivo con el ejo Oz. La curva buscada pasa 
por el punto M (O; 1) y la tangente a la curva en este punto es para- 

lela al eje Oz. 

639. Un cuerpo en el instante inicial se encontraba en un líquido, 
se sumorgo en éste accionado por su propio peso sin poster ninguna 
velocidad inicial. La resistencia que opone el líquido es directamente 
Re ala аса di cuerpo. Hallar la ley de movimiento 
del cuerpo si su masa es igual а т. 
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$ 3 Ecuaciones lineales de órdenes superiores 


1. Conceptos básicos, Se llama ecuación diferencial de n-ásimo orden a la 

Pob] RO a + (Qu + es (ahy = 8). (0 
ym a (2) =з) (2) gm» + na (2) y" = f (2). 
Aqui las Ab aue PI (n. а 0778 r) están 85 у son con- 
Моше en cierto Intervalo fo, bi. 

La ecuación (1) se llama EN no ا‎ rd о sea, ecuación con segundo- 
miembro. Si f (z) шз 0, la ecuación se denomina lineal homogénea. La ocuación 
lineal qı iene el primer miembro igual a la dada no homogénea, se llama corres- 
pondiente a esta ита. 

Conociendo una solución particular y, de la ecuación lineal homc 
so puedo, mediante la sustitución lineal de la función buscada y = y, + x 


reducir su orden y, por consiguiente, el orden de la ecuación no homogénea corres- 
diente, en una unidad. La ecuación obtenida de orden (n — 1) con respecto 
а z también os lineal. 


640. Se da la ecuación y” +2y" — V + Y = тузе 


conoce la solución particular y, = ln т de la ecuación homogénea 
correspondiente. Reducir el orden de Ja ecuación. 


Resolución. Valgámonos de Ja sustitución y = In z»( dz, donde z es la 
nueva función incógnita, Entonces sustituyendo las derivadas correspondientes 
y-L j айай, yei f satyr na, 


y -4f К وا‎ 


en la ecuación dada, obtenemos la ecuación do segundo orden 


sine ЕВ (Lim) 


Nota. Señalemos que al efectuar la sustitución indicada en la ecuación 
lineal de segundo ord teniendo en cuenta que la ecuación lineal de primer. 
orden so integra en condratarae, se puede integrar en cuadraturas toda ecuación 
lineal de segundo orden sí se conoce uns lución particular de Ja ecuación 
homogénea correspondiente. 


641. Integrar la ecuación y +2y'+y=0 que tiene la solu- 


ción particular y ==. 


Resolución, Realizamos la sustitución A f zdz; entonces. 
E 
pao о вонага) (o Drei ү ү. 


19 


Obtenemos la ecuación. 


зед 2+2 6032-2590, o seno г: 


Por consiguiente, 
sez [Cds snz 
z son r 

642. Reducir el orden e integrar la ecuación y” sen? z = 2y que 
tiene la solución particular y = ctg z. 

643. La ecuación у" — L -+ 5, = 0 tiene la solución particular 
y = 2, Reducir el orden e integrar esta ecuación. 

644. La ecuación y” + (tg z — 2 ctg 2) y +2 ctg zey = 0 tie 
ne la solución particular y = sen z. Reducir el orden e integrar 
esta ecuación. 


z 


созт 


C=C, eg =t, Ee 


homogénea. 
'eorema. SÍ Vi, Vas <, Un зол soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes de la ecuación 


YM + а (2) yD а, (z) yO- t + ap (2) = 0, 


entonces y = Ciy, e Cara + + « » + Cayo es la solución general de esta ecuación 
p3 son constantes arbitrarias). 

Las funciones y; (2), ya (2). - - +; yn (2) se llaman Unealmente indes 
pendientes en el intervalo la, W sl 'no están ligadas por ninguna identidad 


ays + Cals «+ Gala = 0, 


a, son cualesquiera arbitrarias, distintas de cero simultá- 
газо de dos funciones jar tam- 
bién así: dos funciones y, (z) € yy (2) son. 

ción no es una constante: уу/у; % cons! 1 Ya = лї son 
Tinealmente independientes; 2) y, = е^, ya == e-z son linealmente indopendien= 
tos; 3) yy = 207, y, = Бех son linealmente dependiente: 

La condición suficiente de independencia lineal de n funciones, continuas 
junto con sus derivadas hasta ol orden (n — 1) en el intervalo је, b[, es la de que 
Sl determinante de Wronski (wronskiano) W[9,, Ya» - -- Ya) de estas funciones 
по sea igual a cero on ningún punto del intervalo Ja, ^|, o bien. 


ne y iam) 
«ko na as 
Wins ya e alm] * ее 
oO A .. 
Si las п funcionos dadas son soluciones particulares de una ecuación dife- 
rencial homogénea lineal de n-ésimo orden, esta condición (no anulación) no 


es sólo suficiónte sino también necesaria de independencia lineal de estas n 
soluciones. 
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+0. 


2) 


„j El wronakiano de n soluciones de una ecuación homogénea lineal de n-ésimo 
E 


Wha (2) (972 4-... ap (2) 0 
está ligado al primer coeficiente a, (z) de esta ecuación por la fórmula de Liouville- 
ligac E primer: 'ieiente a, (2) p ul 


Bp 
W [ss уз ee Und mW Dos Ves +++ nl eure ** E 
El conjunto de n soluciones de una ecuación homogénea lineal de n-ésimo 


orden, delinidas y linealmente independientes en el intervalo la, Ы, se Hama 
Sistema fundamental de soluciones de esta ccuaci 


Para una ecuación diferencial алард linen! de segundo orden 
pta (у + а, (0) у= 0 


«1 sistema fundamental consta de dos soluciones linealmente Independientes 
Ж» @) e ya (a); mn polución general so determina por la fórmula е 


э = Сууу (2) + Cans (4). 


Si para tal ecu nola e оов una solución particular y, (i, sa segunda oly 
ción, linealmente independiente con la primera, se por la 
fórmula (que es una colorario de la fórmula A Liouville Ostrogradski) 


IPS 
nosne ft Олы” 

Esto brinda la posibilidad de integrar inmediatamente ecuaciones bom: 
neas ineules do segundo orden, para las cuales» conoce una solución particulas, 
sin recurrir a la reducción de sus órdenes 

Así, en el problema 644 para la ecuación y” + 2y + y = 0 so conoce la 
solución (а) = 22, Hallemos por la fórmula citada anteriormente la 
segunda. solución: 


Recomendamos al lector resolver por este procedimiento los problemas 


m Mostrar que у = Се?» + C,e es la solución general de la 
ecuación y” — 9y = 0. 


Resolución. Efectuando la sustitución en la ecuación, es fácil cerciorarse 
de que las funciones y, = e*ey, = е-Э3х son sus soluciones. Estas soluciones 
particulares son linealmente i Уа que palya = ш еза 
T const, рог eso constituyen un sistema Soluciones y, en conse- 
тда, у de Сы es la solución general 
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E 


646. Se da la ecuación у” — у = 0. ¿Constituyen el sistema 
fundamental de soluciones las funciones е“, e~, ch z que son, como 
es fácil de comprobar, las soluciones de esta ecuación? 


Resolución. Para comprobar la indepcadencia lineal de estas ecuaciones 
calculamos el wronskiano: 
LECT 
E —e* sz. 
& ех г 


Este determinante es igual а cero, puesto que los elementos de las primera y ter- 
cera filas son iguales. 

Por consiguiente, las funciones dadas son linealmente dependientes y por 
eso no se puede escribir la solución general basándose en estas soluciones parti- 
culares, El mismo resultado se puede obtener con más rapidez, puesto que ch z = 
АДЫР Эу, por consiguiente, estas tres funciones зоп Incalmente depen- 

lentes. 


Wil 


647. A la ecuación y" — y = 0 la satisfacen dos soluciones par- 
ticulares y, = sh z, y = ch z. ¿Constituyen ellas un sistema funda- 
mental? 

648. ¿Se puede escribir la solución general de la ecuación 
V Ey (t Mum) y= 0G 0) por sus dos soluciones parti- 

үе ит ypes ? 

649. ¿Son linealmente independientes las funciones z + 1, 2z + 
EIN EN 

650. Responder а la misma pregunta con respecto a las funciones. 
2044 at — 1. z+ 2. 

1651. Responder a igual pregunta con respecto a las funciones 
VE VEF a, Vid 

652. Res «poner a esta pregunta, para las funciones In (22), 
In (32), la ( 

3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes, Se llama 
сват Клеа homogénea de minimo orden con coeficientes constant na eoun- 
ción que tiene la 

И paa 71 pa n79 аву Yeni AN [7 


donde los coeficientes a, son ciertos números reales. Para 
hallar las soluciones part lares d (1) se escribo la ecuación caracte- 
а 


culares y = 


а] e 


la cual se obtione de la ecuación (1) sustituyendo en ella las derivadas de la fun- 
ción buscada por grados correspondientes de k, además, la propia función se 
reemplaza por la unidad. La función (2) es una ecuación de n-ésimo grado y tiene 
п raíces (reales o соир. ent entre las cuales pueden haber también iguales). 

Entonces la soluci la ecuación diferencial (1) se construye 
sei al ге. da ja vals de la ecuación (ue 
de 10) a сайа ris real simplo а corresponde on la solución general el sumando 

le la form 
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de 

sión general el sumando de la forma 

а cada par de raíces sim] piene PIPER 

IER 1b corresponde өп а тоша ad tiia sumando de la forma 
AA 

EH ётсе conjugadas complejas ко co a + Bi y ks = a — Bt 

de arden de ширай se le correspon еп la solución general el sumando 

le la forma 


€ (C, Cas. + Cg 15771) cos фа] 
ЯНИС; Ciz e Cm 12773) sen Bz), 


653. Hallar Ja solución general de la ecuación y” — Ту + 6y == 
-0. 


Resolución. Escribimos la ecuación característica К? — 7k + 6 = 0; 


raíces son kı = 6; k, = 4. Por. iente, e*= y e son soluciones M 
linealmente independientes y la solución general tiene la forma 
y Gn Су. 


654. Hallar la solución general de la ecuación y!Y — 13y" + 
+ 36y = 0. 


Resolución, La solución caracteitio tiono la forma kt =z 454? -+ 36 = 0: 
sus raíces son kya = £3, ky ү = 3-2, los corresponden las soluciones particula- 
ros linealmente Thdepeudiedits e, e, eir y o-ar, Por lo tanto, la solución 
general 


э == Сиз 1 Cue de Cum de Cue. 


655. Hallar la solución de la ecuación z — z — 2z = 0 que sa- 
tisface las condiciones iniciales: z = 0, 2 = 3 para t = 0. 
Resolución. La ecuación característica А? — k — 2 = 0 tiene li 
k, = 2, k, = —1. Por lo tanto, la solución general es z = Cef + 
tituyendo’ las condiciones iniciales en la solución general y su deriv: 
remos un sistema de ecuaciones con respecto а С, y 
ут €i Cy. 
$e20,—C.. 


de donde су = 4, бу = —1. De suerte que la solución que satisface as condicio- 
nes iniciales dadas "tione la forma 


656. Hallar la solución de la ecuación z — 2z = 0 que satisface 

las condiciones de contorno: z = 0 para = O y z = 3 para t = In 2. 

Resolución. La ecuación característica k? — 2k = 0 tiene las raíces k, = 0, 

Ka = 2. Por consiguiente, la solución general se escribe on Ja forma z 

Да Сй. Svstituyendo las condiciones de contorno en la solución general 
obtenemos 

сус, 

+С 

De donde C, = —4, C, = 1. De suerte que т = 421 — 4 es la solución 

particular buscada que satisfaco las condiciones de contorno dadas. 
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Cı+ C= 
1 


657. Hallar la solución general de la ecuación y” — 2y" + И 
=0. 

Resolución. La ecuación característica k* — 2k! + k = 0 tiene las raíces 
k, = O, ky = k, = 1. Aquí 1 es raíz doble y por eso de soluciones particulares 
Xnealwiente independientes sirven 1, =, ze*. La solución general tiene le forma 

ym Cı Ce Сыеё. 

58. Hallar la solución general dela ecuación y — áy +13y= 

Resolución. La ecuación característica k* — 4k + 13 = 0 tiene las raíces 
k= 2 + 3i. Las raíces de la ecuación característica son complejas conjugadas 
y por ево les corresponden Jas soluciones particulares e** сов 3z y e** sen 32. Рог 
Vonsiguiente, la solución general es 

y = e? (C, cos Sz + C, sen 32). 

659 Un punto material de masa m se mueve por el eje Oz bajo 
Ja acción de la fuerza de recuperación orientada hacia el origen de 
las coordenadas y proporcional a la distancia del punto en movimiento 
al origen; el medio en que ocurre el movimiento opone al movimiento 
del punto una resistencia proporcional a la velocidad con que éste 
avanza. Hallar la ley del movimiento. 


Resolución, Sea z la velocidad del punto; 2, su aceleración. Sobre el punto 
actúan dos fuerzas: la de recuperación f, = —az y la de resistencia del medio 
fa = —b£. De acuerdo con la segunda ley de Newton tenemos 

mi- Ran oben me+dztaz=0, 


Hemos obtenido una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden. Su ecuación característica mk" + bk + а = 0 tiene las raíces 


dy aem (—5 + Y B na) (2m). 


4) Si B® — dme > 0, entonces las raíces son reales, diferentes y ambas nega- 
tivas; introduciendo para ellas las designaciones 


(ЬУ ma) (2m) = т, ke — (b4 V та) /2т = — 
hallamos la solución general de la ecuación de movimiento en la forma 
sm Ce HOt 


(os ol cago del llamado movimiento, aperiédico) 
Si M — áma = 0, entonces las raíces de la ecuación característica son 


kı = ky = —d/(2m) = —г. 
En este caso la solución general de la ecuación de movimionto tiene la 
z= (0+ Ci) ent, 


3) Por último, si b? — áma < 0, entonces la ecuación característica tiene 
Jas raíces complejas conj 
km a+ fl, k= —a— ph 
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donde 
a=3/Qm), B=(V ат 89) (2л). 
La solución general de la ecuación de movimiento tiene la forma 
dond] = е + Ca sen Pd o bien z= Ае ма (Bt 0o, 


АУЕ. зеп СА, соз СЫА 
(oscilaciones amortiguadas). 
Hallar las soluciones generales de Jas ecuaciones: 
„у, Y — 2y = 


664. EREN =0. 
665. y!V + aty 
966. иу + Sy” Tm 
Hallar las soluciones de las ecuaciones, que satisfacen las condi- 
ciones, ајы iniciales о » toc 7 " 
. y7 + 5y' + бу = 0; y (0) = 1, y (0) = — 
668. у, — 10y + 25y = 0; y (0) =0, y O= 
669. y” — 2y' + 10у = 0; y (x/6) =. At IT = en. 
670. by” + y = 0; y Gah) 2, A (s = 
671. y^ + 3y' = 0; y (0) = 1, y (( 
672. y^ + Oy = 0; y -o. "no ER 
673. K + y = 0; y (0) = 1; у (ni) = 0. 
674. Resolver el RAs 659 si la fuerza de resistencia del me- 
dio es igual a cero. 
4. Ecuaciones lineales no homogéneas. La estructura do la solución general 
de una ecuación lineal по homogénes, o sea, de una ecuación CE 
lembro: 


de cabe PRESEN Epis 


le, entonces la solución = чере de la үтү lineal no homogénea tiene. 
ir etus oras palabran, Ja moción 
Î aja suma de una solución particu- 
hr jupe Че fata y de la moción gene de in ecuación homogénea correa- 
dien! 

PU por consiguiente, para construir la solución ral do una ecuación no homo- 
ines boe falta balit una solución particular ésta (ruponiend lo ya conocida 

la solución. general de la ecuación Eomogénea corespondien 
para encontrar una solución particular de una 


fétodo de variación de las constantes arbitrarias. Este método se emplea para 
buscar una solución particular de una ecuación lineal no homogénea de n-ésimo 
orden, ya ва con coelicientes variables o constantes, si se conoce ја solución 
general de la ecuación homi b. 

El método de variación consist en e siguien. Sea conocido el sistema 
fundamental de soluciones yr, уз, -.-. Va de la ecuación homogénea corres- 
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Pendiente. Entonces la solución general de la ecuación no homogénea conviene 
rla en la forma 


*@ = C (2) vı + Co G) Ya +. Ca os 
donde las funciones С, (z), С, (s), «<, Cp (2) se determinan por el sistema de 
ecuaciones 


ps DA C$) 7 es Duft) 
и өү es el pogundo, piembro de 3 ecuación], 4 
Para la orden у= 
incisum E qim Y FANIA d 


Ci) + Cil) n=, 
Ci (2) vi + С: (2) vi E (2). 
La solución de este sistema se halla por Jas fórmulas 
TN NIIS 
ә Û HE: Aa" 
en virtud de Jo cual u (e) so puedo determinar directamente por la fórmula 
EN (Daz ME Rar 
мю ries | Иш 
wronskiano de las soluciones y, 
ejemplo, e ч requiare шырга a ecuación 
yy gau, 
Para la ecuación homogénea correspondiente hemos encontrado soluciones 
particulares n= e nm == (véase la pág. 160); su wronskiano 


Aqui (и, va) 
Supong: 


Win we 
u (5) se puede hallar por la fórmula 
зк өшү 
CA ш ЫШ ET 
| 
mz [cons 
Jens 
п! te em 
De oste modo, е y la solución 
ecuación dada tiene la forma 
EPA 


nz gr 


NUS 


cos 


-sen z. 


gm, 
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Nota. Una vez más prestemos atención al hecho de que una ecuación lineal 
то homogénea de segundo orden puede sor integrada on cuadraturas si se conoce 
una solución particular, y, (z) de la ecuación homogénea, correspondiente; la 


solución ecuación tiene la forma y = Cu + Сиз + u (2), 
donde y se determina por y, con ayuda de la fórmula 
Janes 
= | gee 


y u (2) зе determina mediante y, e y, valiéndose de la fórmula citada anterior- 
mente. 

Método de selección de una solución particular (método de los coeficientes 
Andeierminados). Este método es aplicable solamente а las ecuaciones lineales 
de coeficientes constantes y silo cuando su segundo miembro tino la forma 

iguiente: 


1 (2) = Ф LP, (2) cos Bz + Qu (а) sen Bal 


(о es la suma de funciones de tal tipo). Aquí a y В son constantes, P, (2) у Qm (2) 
son polinomios de z de grados n y m, respectivamente. 
solución particular de la ecuación de n-ésimo orden 


y) ean D ean Da 


donde /(z) tiene la forma indicada y aj, eg 
Constantes) conviene buscarla en la forma 


ч (z) = :"4®* (P, (2) cos Bz + Q (2) sen Bal. 


Aquí res igual al índice de multiplicidad de la raíz a -+ fi en la ecuación 
terística k^ -+ ajkM=1 +... + an = 0 (si la ecuación característica no 
tiene una raíz así, hay que tomar r = б): P; (2) Ed polinomios comple- 
tos de т de grado І con coeficientes indeterminados, con ello 1 es igual al mayor 
entre los números n y m (1 = n > m, o bien I = m > n): 


Pj (2) = Aort Ааа БАД 
Qi G) = Bor! + Bat" +... By 


Cabe subrayar que los polinomios P, (z) y O, (2) debon ser completos (o se 
contener todas las potencias de z a partir del cero hasta I) con cooficiontes inde- 
finidos diferentes para las mismas potencias do т en ambos polinomios y en esto 
enso, si de la expresión de la función f (2) forma parte al menos vna de las fun- 
lones cos Bz o sen Pz, entonces en u (а) es necesario introducir slempre ambas 
funciones. 

Los coeficiontes indeterminados pueden encontrarse del sistema de ecus- 
ciones algebraicas lineales que se obtienen por la identificación de los coefi- 
cientes de términos semejantes en los miembros primero y segundo de la ecua- 
ción inicial, después de sustituir en ella u (z) en lugar de y. 

La comprobación de la validez de la forma escogida de la solución parti- 
cular ofrece la posibilidad de comparar todos los términos dol segundo miembro 
de la ecuación con los términos semejantes a ellos on el primer miembro, apare- 
cidos en éste después de la sustitución de ш (z). 

Si el segundo miombro de la ecuación es igual a la suma de algunas 
funciones diferentes de la estructura examinada. entonces, para buscar la solu- 
ción particular de esta ecuación hace falta utilizar el teorema de superposición 
de soluctones: hay que hallar las soluciones particulares correspondientes a los 
Sumandos del segundo miembro, tomados por separado, y tomar la suma de ellas, 
que es precisamente la solución particular de le ecuación inicial (o sea, de la 
ecuación con la suma de las funciones correspondientes en el segundo miembro). 


=1 


„ зоп coeficientes reales 
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Nola. Los casos particulares de la función f (т) de la estructura examinad: 
(con la presencia de las cuales en el segundo miembro de la ecuación es apl 
cable el método de selección de una solución particula) son las funciones sigui 

DICO = 40% А es constante fa + Bi = a). 

2) f (z) = A cos fz + B sen $z, А y B son constantes (a + iam Bt}. 

3) / (2) = P, (z) (un polinomio de grado л) fa + Pt = 0). 

4} f (2) = Pa (а) (a+ Bi m a). 

5) f (2) = P, (2) cos fz + Qm (2) sen Bz (a + Pimm Bi). 

6) 4 (=) = e (A cos ба + B sen Bs), A y В son constantes. 


675. Hallar una solución particular de la ecuación y” = 2y' — 
— Зу = e* que satisfaga las condiciones de contorno y |z=in: = 
1; уез 0 

2^ qe Le аба gener do la ecuación Bonegénes corerpondi 
= = =i. La la ecuación homogénea liente. 
es у = Ci 1. Cue. La solución particular de la ecuación inicial conviene 
buscarla en la forma ш = A4 (puesto que en el segundo miembro no hay seno 
тї coseno, de coeficiente de la función exponencial sirve el polinomio de grado 
nulo, o sea, і = n = 0, y r = 0, ya que а = 4 no es una raíz de la ecuación 


caracteristica). 
3 Aen 
2u = 4ле 
Aut влек 


Por lo tanto, 
wu! —2u u = Ae т 


De este modo, A = 4/5. Por consiguiente, la solución gener 
ción dada 


k? — 2k — 3 = 0 tiene las raíces 


do 1a ecua- 


poro Les, 


Para ha 


г C, y C, valgámonos de las condiciones de contorno: 


ctiani diua, 
o bien 


TI mzy i 2 
[Lim +5 


=1. 


Do aquí, С, = — 491/000, С, =@52/75. De suerte que 


652 491 
v Len E rn Bo 


676. Integrar la ecuación y” + y — 2y = cos z — 3 sen z, para 
las condiciones iniciales y (0) = 1, у (0) = 2. 
Resolución. La ecuación característica А2 -- k — 2 = 0 tiene las raíces 
4, ka y po eso la solución general de la ecuación hom: а ез 
y = Ce + Сует. La solución particular de la ecuación no homogénea hay 
que buscarla en la forma de 


u= А созт + B senz 


du 


Ten el caso dado a = 0, B = 1, a + Br t; e 
Tística no hay una raíz así, entonces r = 0; т = n = 0 y, por consiguiente, 


también 1 = 0). 
2 Acos=4Bsenz 
+] + senz--Beosz 
ае —Acosz—Bsenz 


Por lo tanto, 
u” -+ al — 2u = (B — 84) cos z + (—3B — A) sen z ms cos z — З sen л. 
De este modo, tenemos el sistema 
в—3А=1, 
эв+ А=3, 
Por consiguiente, la solución general de la ecuación dada tieno la forma 
y Се Ca + sen =. 
Hallamos C, y Cy, utilizando las condiciones iniciales: 
C, C, n son 04, Cor O 
{ +O + сово. o bien {сс 
De aquí Су = 0, С, = 1, о son, y = е + son z. 

677. Integrar la ecuación y” — у = ch 2z, siendo las condicio- 
nes iniciales y (0) = у' (0) = 
a runs PEE 

= 4. La sol ra] de la ecuación еа es y = ч 
каа parruar Ааа ecuación no homogénea e ento caso эе pude buscar en 


ia foma do ш A ch de 4 В sh Bz. Dorivando y sustituyendo on la ecuación 
inicial, obtenemos: 


° eh2s--Bah2s 
+ 22428 chis 
1 ch2s-FAB sh 2z 


(4A—2B) ch 22+(48—24) sh 2+ = ch 22. 


osa, 4-0 B 


{ 4A—2B=1 


rr Ж ЖШ 


Por lo tanto, la solución general tiene la forma 
ym +С ch Dee sh 2z. 
Para hallar C, y Cs utilizamos las condiciones iniciales: 


C, C) 5-04-00, 
o bien 


Cretti hod eb ono, 
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jente, С, = 0, Су = —1/3. De suerte que la solución particular bus- 
la forma 


acer tee ا‎ 


Nota, Conforme a la teoria general deberíamos rej ntar el undo 

miembro de la ecuación dada еп la forma (1/2) (e** + e-%) aj indo además 

superposición, о sea, buscar рог separado las soluciones correspon- 

ateg a los sumandos (1/8) e y (1/2) e del segundo miembro. Nos hubiese 
quedado: 


para (1/2) ¥: а = 2, 8 = 0а + Bim 2r 0, п 1 
wu, (2) = Ауез: 3 
ara (172) e*t a, = —2; Ву = 0; a + би = —2; г = 0; = = 0; 
por lo tanto, и, (2) = Bye“, 
Por eso la solución particular conviene buscarla en la forma de 


и (z) = ш (а) + us (2) = Apot Bye, 


J; por lo tanto, 


pero 


Ayet + Beto = Ay (ch 2z + sh 2г) + Bi (ch 2z — sh 22) = 
= (A, + В) ch 2z + (A, — Ву) sh 2: = А ch 22 -+ B sh 2z. 


es buscada en la forma de una función 
lo miembro de la ecuación dada, pero conve- 
cionales para asegurar la 
posi! quo los tárminos aparecidos después de la sustitución en ol primer 
miembro de la ecuación se identifiquen con todos los términos (semejantes 
dlos) del segundo miembro. 


678. Resolver la ecuación у” — 2y' + 2y = 22. 


Resolución. La ecuación caracteristica A z К ct 2 =D Mene las ione 
== 1 + 1 y por eso la solución general de la ecuación homogénea es y = 
С, tos 2.4. sen =). La solución particular convino buscarla en le 
forma и = Az + Bz + С (en el caso dado a = 0, $ = 0; a + i = 0; puesto 
la ecuación característica no hay una raíz 0, entonces г = 0; n = [= 2). 
rto que 


ut 2w um 2422 + (2B —44) z- (0€ —28 4-24) = st. 


De aquí, 
24 =1, 28-44 2с — 28 + 24 = 0, 
ова, A = 1/2, В = 1, С = 102. 
Por consiguiento, 18 solución general de la ecuación inicial өз 


y= 6 (C, cos z + C, sen 2) + diy. 


679. Resolver la ecuación y” 


Resolución. La ecuación característica k* - 4 = 0 tiene las raíces kj, = 
= +1 y por eso la solución general de la ecuación homogénea es y = C; 0087 + 
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y =xe 420% 


C, sen т. Sirviéndose del principio de superposición, le solución particular 
Ai ge e 
Ci ОЗЫ 

e = 


4]u 424) Сес 

o lez + (Ав--В)е®—Се-= 

1l =24 + (АВ) Сех 
wf ue 24е (2А--2В)е*--2Се-* за лет der, 


+ 


Do 
2a T, 24 +28 =0, 20=2, osa, A m UD В А, Cn. 
Por consiguiente, la solución general de la ecuación inicial es 


y=C,cosz+ Cusen ado (6 D etn. 


680. Resolver la ecuación y” + y" — 2y' = z — e, 


Resolución. La ecuación característica 19 + k? — 2k = O tiene las raíces 
ley m O, ka = 1, ky = —2 p por oso la solución general de la ecuación homogénea 
°з у = Ci F Cu + Cure. Buscamos la solución particular, valléndonos del 
principio de superposición, en la forma u = u, + uy = x (Az + B) + Cse. 
Por lo tanto, tenemos: 

0| n m (Ar B) 1+ Све 
—2| w —2424- В+ Cet-- Cet 

1| ш 24+ 2Ce84- Cze7 


1 Cet + Cex 


u* Eu — 2u = Адз + (2A— 8B) 30е азе, 


De aquí —=44 == 4, 24 — 2B = 0, ЗС = f, о sea, А = —4/4, B = 
= — 14, Č = —1/3. Por consiguiente, la solución general de In ecuación inicial 
es 


ym Cie Cunt eC x oH) m se. 


681. Hallar la solución de la ecuación y” + y 
satisface las condiciones de contorno y (0) + y (0) 
+ y (2) = 0. 
Resolución, La ecuación característica k? + 1 = 0 tiene las raíces kj, == 
== +1 y por eso la solución general de la ecuación homogénea es y = С, cos £ + 
-+ Cy sen х. La solución particular conviene buscarla en la forme u = 
= z (А cos z + B sen z) (en el caso dado а = 0, B = i, a + Bl = í; como es 
una raíz simple do la ecuación característica, entonces г ж 1; m = n = 1 — 0). 
Por lo tanto, tenemos: 


1[u =(4c0s=+B son 2)-= 

Ofu’ =(—A sen x +B cos z) (A cos 1+ B sena) 

Alur=2(—Asenz+Bcos2)+(—Acosz—B sen x).z 
u” Fu —24 sen z--2B созт = sen z. 


3 son z, que 
0, y (1/2) + 


T. 
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De aquí —24 = 3, 2B = 0, о sea, A = —3/2, B = 0. 
Por consiguiente, la solución general de la ecuación inicial es 


gm Cs coss C see scs. 


Hallamos las constantes С, y Су, utilizando las condiciones de contorno. 
Tenemos 


у= — C sen C, coss sen s Seres 
y luego 
90) = Cy соз0+ С, sen 0—--.0-сов 0 Cs. 


Y (0) — Ci sen 0+ C, cos0 4-3 0-en 0-3. cos 


s (F) =c cosi Сова — $. cos $=, 
v (5)=-4 EY + Pa. 
De esto modo, 


y (0) + y @ = Cı + С. — 3/2 = 0, 
y (0/2) + y (а) = C, — Су +3n/4=0, 
de donde obtenemos el sistema de ecuaciones 


resolviendo el cual hallamos С, = 3 (2 + 2/8, С, = 3 (2 — 2/8, De suerte 
о la solución de la ecuación inicial que satisface las condiciones do contorno 
das tiene la forma 


па) eos z— (52) sem s] — z соз. 


68ta. Hallar la solución de la ecuación y” + 6y' + 10у = 80 
=80e* cos x que satisface las condiciones iniciales y (0) = 4, 
у (0) = 10, 

Resotuión la ecuación caracteristica 1 +. Ө + 10 = 0 tiene los raices 
БҮТТҮ СЕХ y ала аа PUES 
uc e (A соза + B son з). 

Рог lo tanto, tenemos 
зор u=e*(Acosz+Bsenz) 
0| W=e(Acosz+Boenz—Asenz+B cosa) 

Al ute (—24 sen 2428 coss) 


+ 


w* + u? -F 10u = е* [(164 +88) сов 2 -+-(168—84) son 2] є 80 cos z, 
De aquí, 164 + BB = 80, 16B 84 = 0, о вв А = 4, B = 2. 


consiguiente, la solución general de la ecuación inicial y = e X 
Pl ЖЫ 


172 


Las constantes C, у C, las encontraremos, utilizando las condiciones inicia» 
les. Tenemos 
Y = «= (—3C, cos z — 3C, sen т — C, sen a + Су 0085) + 
+26 (3 cos z — sen s) 
y luego 
YO) =Cr+4=á ) 
Y (0)=—3C,+C,+8=40 J* de donde C,=0 y С,=4. 
suerte que la solución de la ecuación inicial que satisface las condiciones 
m tiene la forma 
4e зеп z + 26% (2 cos z + son г). 
682. Hallar la solución de la ecuación y” + y = tg z, que satis- 
face las condiciones do contorno y (0) = y (n) = 


Динин, Lo аса enirin И = 0 tiene las raíces A, s. 
T J Por ee la polución gnora dea ecac homogénea ey = Cy e05 £ Т 


coeficientes indeterminac 
lución particular (la función / (z) a distinción de la anterior tiene otra estruc- 
tura) y por eso utilizamos el método de variación de las constantes arbitrarias. 
Buscamos la solución de la ecuación en la forma 


y = C, (2) cos z + C, (s) sen z, 
donde as funciones С (z) y Cy (s) es necesario encontrarla del sistema de ncua- 
iones 


Ci (r) FORD va =0 ( Ci (2) cos z+ C4 (2) sen а «0, 
Ciit (а) 100), o — C% (2) sen = +O; (s) сова = tg z, 
Resolviendo este sistema, obtenemos Cf (z) = —sen? z/cos z, С; (2) = 
= sen z, do donde 


= | г 


EME dee دوس‎ — tg (x) 


p @) = —cosz + B. 
an m de * resolución de esto sistema se puede utilizar las fórmulas citadas 
p este modo, la solución general de la ecuación inicial es 
у= Acoez+B sea aco zl tg (9-4), 


donde 4 y B son las constantes arbitrarias que se han de determizar de Jas con- 
Holones 
4000048 а 0—cos0:In tg (луб 0, 
А cos (л/6) +B sen (9/6) — сов (2/6) 1а tg (1/8) = 0. 


Ais E QNID аз. Por сори, la soloión quo satisfaco 
аер dakie doce 1e ыа 


vM sens ennt (2). 


683. Una cadena homogénea que cuelga libremente de un gancho 
so desliza por la acción de la gravedad (зе puede despreciar el 
rozamiento). Determinar cuánto tiempo tardará toda la cadena em 
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H 


deslizarse del gancho, si en el instante inicial por un lado del gancho 
había 10 m de cadena y por el otro 8 ш, la velocidad de la cadena es 
igual a cero. 
r үАа ipuina metro lineal de ме d Du 
os por z la longitud (en m) dela parte mayor de e cuelga del gon- 
Cho pasados £ s después del inicio del movimiento. Al centro de gravedad se 
Splica una fuerza P = | — (18 3)] P N. La masa do la cadena es igual 
а 18P/g kg, su aceleración es de z £ m/s", De suerte que llegamos a la ecuación de 
movimiento del centro de gravedad de la cadena: 


Aperi p. o bien 2- 


Esta ecuación se debe integrar para las condiciones iniciales: z == 10, 


ecuación característica A, +V ИЗ; la solución parti- 
cular de la ecuación no jea conviene buscarla en la forma de u = A. 
барыда de efectuar la sustitución en Ja ecuación hallamos 4 = 9. Ahora bien; 
le solución general tiene la forma 


se Cul Сит Vi, 
Utilizando las condiciones iniciales, obtenemos 
{ C 9C, 4-910. 


Eqs cy o 


Por-lo tanto, 


do donde С, = C, = 0, 


zale VE AAN 


El tiempo que tarda toda la cadena en deslizarse so determina de Ja condición: 
z= 18 para t= T. Por consiguiente, 


18=9ch (2x5. o bien AA а 


Dospojando T en la ecuación obtenida, encontramos 


3 
TÍ 1000443) 2,10 s. 
ye47) 
Resolver las ecuaciones: 
Зу = e; у(0) = 3, у (0 
y (0) = 0. ci. 
686. у" sns 3 eo 
687. y" + y = cos 32; y id Y (2) = 4. 
688. у” — бу + Ву = a + 
689. 2y — y' 


78 y (0) =0. 


692. y sd уо cue = 
693. y” $ ay — 10y = 
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By! + ару = ae* + de, 
08" г. 


-0 40-1. 


= 2 sen z cos q. 

+ 2y = e sen 2. 

701. y” Ti ES › @ — em 
+ 8y = 61e™-sen z; y (0) = 0, у (0) = 4. 

702. Mostrar que la solución general de la мада dierenctl 

y” — my = 0 se puede representar de la forma y = C, ch mz + 

+ Су sh mz. 

103. Mostrar que la solución general de la ecuación diferencial. 
y" — Duy’ + (0 — B^) у = 0 se puede representar de la forma 
y = e^ (C, ch Bz + Ca sh рл). 

704. Doterminar la ley del movimiento de un punto material de 
masa m que se traslada por una recta bajo la acción de la fuerza de 
recuperación orientada hacia el origen de la lectura y directamente 
proporcional a la distancia del punto al origen de la lectura, si el 
medio no ofrece resistencia pero sobre el punto actúa una fuerza 
externa F = А sen ot. 

En los problemas 705—708 aplicar el método de variación de las 
9 Si 


105. 1/V cos 2E. 
706. y M^ + бу = 1 + et). 
707. у, + åy = ctg 21. 


tg 
708. у” соз (2/2) + (4/4) y cos (2/2) = 1. 
709. Resolver el problema 683 teniendo en cuenta el rozamiento 
de la cadena contra el gancho, si la fuerza de rozamiento os igual al 
poso de 1 m de cadena. 


Indicación; la ecuación de movimiento del centro de gravedad de la cadena 
tieno la forma 


de 
18 0283) 081. 


5, Ecuación de Euler. Una ecuación lineal de coeficientes variables 
que tiene la forma 


hy )ری ج‎ анау + ву = f) o 
о, еп forma más general, 
(az + by* уб® + a, (ax + BA ym +... 
+ pa laz + b) Y + any = f (2) @ 


зе Mama ecuación de Euler, Aquí los ay son coeficient es. Con ayuda 
do ls sustieciones 2 = рыга la, ecuación (1) yes e para le O) 
Ambas se transforman en ceuaciones lineales con cosficientes constantes. 


710, Resolver la ecuación xy" — zy + y = 0. 
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Resolución. Haciendo z=ef, o bien t=laz, de donde i-es Let, 
obtenemos 


(connotamos oon puntos la derivación respecto а t). Entonces la ecuación inicial 
tendrá la forma 


A j — j) — ret + j 


La ecuación característica 4? — 2k + 4 = 0 tiene las raícos k, = ky = de 
Por consiguiente, la solución general es 


ym (CH Cat) ef, о bien у= (C, + C 1n2)z. 


oben у 20 + у = 0. 


СН. Resolver la ecuación (áz — 1)*y" — 2 (4z — 1) y' + 8y = 


entonces des et dt, 34е, De 


ym Seen, me. 
La ecuación inicial adopta la forma 
100% ett (y — j) — k-et et -7 + By = 0, о bien 
10—30 +у= 0. 
Le ocunción característica 24% — 3k + 1 = 0 tiene las raíces №, = 1, ka = 1/2, 
Por consiguiente, la solución general es 
ym Ce + Ceh, o bien y C, (4&—1)+С, Y 7. 
712. Resolver la ecuación y" — ay’ + y = cos In z. 
ai 


Resolución. Hacemos z = él, entonces t = ln z, Șt = $ = et, por con- 


siguiente, y’ = jet, y” = (у — y) ef, La ecuación dada adopta la forma 
0—20 +р= cost 

La solución genera] de la ecuación h es y = (C, + Cat) et y la solu- 
ción particular de la ecuación no Bi ta A in d 
ш = А cost + В зеп г. Entonces 

1 
-3 
1 


и А сов +В sent 
—Asent4-Bcost 
u=-—Acost—B sent 


+ 


2u +u=—2B cost—2A sen f = cost, 
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de dondo B = —t/2, А = 0. Por lo tanto, la solución general do la ecuación 
ici 


y= (C14 Cat) e 


+ sont, obin y=(C,+C,1m2)2L son lz. 
2 + 


Resolver, las ecuacion 
713. 207 — ay + 2y = 0. 

А zy — Say + Зу = 8и. 

715. zy + zy + у = sen (2 In 3). 

718. ay” + 32y + y tis y 0) og 0. 
7407. zy — Bay + dy = 200; y (4) = 1/2, y (4) = 0. 


$ 4, Integración de ecuaciones integrales con ayuda 


de series 

" de lus series а la resolución ecuaciones di 
a de ^ed 
elo py ез imposible, ee busca la solución de tal ecuación en forma 


s= à Cafe agn. 


os coeficientes indeterminados C, ONE 
sudo do la serie on la ecuación ө 


tes, 
todi ¡ón de convergonci: 

= и те pari la ecuación у = / (z, у) se necesita resolver ol 

problema deCanchy con uha condición Inicial y lama, = Yo la solución so puedo 


buscar con ayuda de la serio de Sen 
ым, 
у= 2 VO ton, 


veat CEt Cat. + сит. 

Sustituyendo ye y” en la ecuación inicial, encontramos 

I24, + 5:232 + 43U, +... + (n + +1) Cn ]— 
—#*1б + Grt Сыз... Ch eus] 

Agrupamos los términos de iguales potencias de 


2-40, +3-203214 Y) Ка 4) (n43) OC] 2992 а 
E 


1220 
121291 Bm 


Igualando a cero todos los coeficientes de la serie obtenida (рата que la ecua- 
ción se convierta cn identidad), hallamos: 


C= Cam; Cnm (=0, 4,2, . 


E — 
FIFA 


La última relación permite hallar sucesivamente todos los coeficientes del desa- 
rrollo buscado (C, y С, siguen siendo arbitrarios у desempeñan el papel de 
constantes arbitrarias de integración) 


; & с, * 
TA Сое 4933. RET 
= „1.42, 


Си Саа 
De este modo, 


E i ET 
Maat 2 TIT. OFFI 


Los serias obtenidas convergen en todo el eje numérico y determinan dos solu- 
ciones particulares linealmente independientes de Ja ecuación inicial. 


serie эриш de z integrar las. 
le existencia de la solución 


uda del desarroll 
siguientes y definir el campo 


y0=1 
Indicación: en virtud de las condiciones iniciales hacer Cy = 0, Су = 4. 


724. Integrar aproximadamente con ayuda do la serie de Taylor 
la ecuación у = 22 + y^, y (0) = 1, tomando los seis primeros tér- 
minos dol desarrollo, distintos de cero. 


Resolución, A partir de la ecuación y de las condiciones inicialos hallamos 
y (0) = 0+ 12 = 4. Derivando la ecuación dada, sucesivamente obtenemos 


убт 22+ 04у, yart a, ИУ = буу" + w, 
uY — буз + Ву" + 29 Y. 
Haciendo z = 0 y utilizando los valores de y (0) = 4, y” (0) = 4, encontramos 


сезі; to: у” (0) = 2, у” (0) = В, yl (0) = 28, y (0) = 144. La soki- 
pro AEVO ta mon 


z 2zt ر‎ 8e , 281, 1445 
AI 


vit 


725. y" = z + yî, y (0) =0, y (0) = 1. Hallar los cuatro pri- 
meros términos (distintos de cero) del desarrollo. 
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Resolución, Derivando la ecuación у" = z+ tenemos 
Sity, ИУ = 2" + 2y, у 294 + Вур" 
1 = 2y yy + буз. 
Рага z = 0 obtenemos 
+@=0, у (0) 1, р (0) = O, yr O) = 4, yT (O) = 2, 
y") = 0, O = t6. 
La solución tiene la forma 


EN 
ICON 


EIA 


726. y = гу + y”, y (0) = 1. Hallar los cuatro primoros tórmi- 
aos (distintos de ceo) del desarrollo, 
= z + 242, y (0) = 0. Hallar los dos primeros términos 
(distintos de coro) del desarrollo. 
y” — дї = 0, y (0) = 1, y (0) = 1. Hallar los cuatro pri- 
meros términos (зоа de £m del desarrollo. 
729. y = 2z — y; y (0) = 2. Hallar la solución oxacta, 
730. y = y? + z; y (0) = 1. Hallar los cinco primeros términos 


del desarrollo. 
731. y = (2z — 1) y — =, y' (0) = 1. Hallar los 
lesarrollo. 


cinco primeros términos del 
2. Ecuaciones de Bessel. Una ecuación diferencial lineal con coeficientes 
variables. 


zy! ey + (zè — M) y = 0 (cm const) [7] 


so aran ecuación de Besse (o reduce la misma forma Ta eeusción ауе + y! 
+ tner — Элуу = 0 efectuando Je sustitución mz = 

"Buscamos [a solución de la ecuación (4) en la forma de potencia 
generalizada, o sea, en la forma del producto de cierta potencia de 2 por la 
serio de potenci 


desti Landes »1 yr. o 


Sustituyendo la serie de potencias generalizada on la ecuación (1) e igualando 
a cero jos coeficientes de cada potencia de z en el primer miembro do la ecua- 
ción, obtenemos el sistema 


ar |e, 
аө [04199 
ar | (+29 
am 


Te do. ا‎ ix hallamos del sistema de = 
Тенеу e cuenta que a 24 0, Mallas dl sistema dado пы = А, Sn 
кы. (Ж + сЕ - A a as “asignando a X los valores lores de à, 5, А 


a: 


sacamos la conclusión de que а, = а, = ау =... = ашы = 0. Para los 
coeficientes con numeración par obtenemos las expresiones 


— se ж 
ATA ADA ы 


Sustituyendo los coeficientes hallados en la serie (2), obtenemos la solución 


a а 
o а аали 


Li in 
anat) 


х (— om 
7e 2) "айнуу. UE) ' 
2, SS) 


donde el coeficiente a, sigue siendo arbitrario. 

Para r = —À todos los coeficientes a, so determinan análogamente sólo 
оп el caso өй quo À no es igual a un número entero. Entonces la solución se puedo 
obtener sustituyendo en la solución precedente y, (s) la magnitud A por ~A: 


IAN med 
- (pr a 

=> 160% n 

Z ACACIA ARA 


Las sorios de potencias obtenidas convergen para todos Jos valoros do z Jo quo 
ва determina fácilmonto basándose en ol criterio do d'Alembert. Las soluciones 
yı (2) © р, (2) son linsalmente independientes, ya que la relación entro ollas 
no es constanto. 


1 

La solución y, (2) multiplicada por la constante ay = so Паша 

3, (z) multiplicada po % = An FT 0 

función de Bessel (o función cilíndrica) de orden A de primer género y se desigua 
por lo УА (e). La solución з, se designa por J-a (2) 

Por la solución general de la ecuación (1) cuando A no es 
igual a un ni entero tiene la forma 

y) = 64, (a) + C1 6), 


dondo Cs y Cy son constantes arbitrarias. 
En la selección universalmente adoptada de la constante as participa la fun- 
ción gamma Г 0. + 1), definida por la integral impropia (véase la pág. 41): 


Paya | esto) 
à 


в > puede жй que para À ta mitad del Имән мери D байы 

jesse] so expresa por funciones elementales, eso 

que forma porte de la definición de la función de Bessel ола 
ЕЗЕК: ШИ a _ 

nA“ TAF х HERIDO DB 


5 En zya 
2 и ree) d 


[el producto @. + 1) +2) <. O- K) T 0. + 1) sustituido, conforme a la 
роо کک‎ gana, POLE Do Lo kE D tema oe valores sipulantes 


"(9-2 VE ya 
(aquí se utiliza el valor de la integral de Poisson): 
Sarlo) ba 
r(5)ur (8) her (3)- 
(Der (1) 544 у» 
Para A = п (natural) la función de Bessel J, se puede escribir brovemen- 
te asf: 
a (^. 


Para una A negativa y entera la solución particular no se puede expresar 
mediante la función de Betoc de primer género y convieno buscarla on la forma 


селата {сеи 
ё 0 


к, (= 


(1а У) bazh, 
ГЕ 


gustitupendo esta expresión en la ecuación (1), determinamos los codici 
tes by. La función Kn (s) multiplicada por cierta constante se llama función 
de Bessel de n-éstmo orden de segundo género. 


732. Hallar la función de Bessel para À = 0. 
Resolución. Valiéndonos de la igualdad 
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para A = 0 obtenemos 
ce MATTON 
neu игу (5 E à [WW] 


[ESAE NES = 
A CE RAR 


783. Resolver la ecuación 2%" + ay + (2-4) y=0. 
Resolución. Como % == 1/2, la solución general de la ecuación tiene la 


gm CJ yc Cl malas 
dondo 


Mos reo 1- 


va vliti ite) V IURE 


Procediendo del mismo modo, obtenemos J/g = yi E ЭЯ Por consi- 
gulente, la solución general 


Y Aem eee ona. 
734. Hallar J; (2). 
785. Resolvor la ecuación 27у + zy' + (2—3) y=0. 
736. Resolver la ecuación 2%" + zy + (224) y=0. 


$ 5. Sistemas de ecuaciones diferenciales 


. Sistema normal de ecuaciones diferenciales. El sistema de ecuaciones 
¿tarios que (ions a ore 8 um 


tale me t cest 


гп), 


tal а аа oeste 
"LOS 'ariable iı 
Pia 86 y 200 las funciones incógaitas de la v Ле independiente ¢ 
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Si los segundos miembros del sistema normal de las ecuaciones diferenciales 
son funciones lineales respecto а 25, zi. . . -» za, el sistema de ecuaciones linea- 
les so llama lineal. 

А veces el sistema normal de ecuaciones diferenciales puede reducirse 
sola ecuación de n-ésimo orden que contiene una sola función incóf 
reducción del sistema normal a una sola ecuación puede ser alcanzada derivando 
na de las ecuaciones del sistema y eliminando todas las incógnitas а excepción 
de una de ellas (ol llamado método de eliminación). 

En algunos casos, combinando las ecuaciones del sistema, después 
formaciones poco complicadas se logra ohtener ecuaciones fácilmente integrables 
(e sado método de sombinacioes integral) o que permite hallar a solución 

sistema. 


737. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 


ztn Loy 


para las condiciones iniciales: = (0) = 2, y (0) = 0. 


Resolución. Derivamos con respecto a t la primera ecuación -SE = 


= +} eliminando de la ecuación obtenida 


4! 
d ° tenemos 
22-0. La ecuación característica k"—2=0 tiene las raíces ks, s= 
= ± VÀ, Por consiguiente, la ecuación geni 


para 2 se escribe 
se Cut VE eunt Y, 
La solución general para y se halla de la primera ecuación: 
sağa (ie P Le At "1, 


Yelgémonos de las condiciones iniciales para ballar las constantes 
arbitrarias: 


CORR VES C9— (0-03 7-0. 


Do aquí Cı = (V 2-1-2)/2, С,=- (2— V 2)/2. Ahora bien, la solución particular 
buscada tione la forma 


z= (r)i "+ (1-42) “ӨЯ, e 


738. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 


=, Ls 
di dt 


para las condiciones iniciales: = (0) = 1, y (0) = 2. 
Resolución. Escribimos la primera combinación integrable. Dividiendo la 
primera ecuación por la segunda, obtenemos 
d z, de de 
y 


2 i Ins=Iny+lnC,, osoa, z=Cw. 
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Escribimos la segunda combinación integrable, Sumando el duplo de la 
primora ecuación mas el triple de la segunda obtenemc 


2ax+3dy=dt, ose, 23m 


Del sistema de ecuaciones = = Cjy, 2z + 3y = £ + C, hallamos la solució 
general del sistema — айы ай E аса ы карын 


L4 t0) 14-6, 
UMSO “CFS 
Utilizando las condiciones ана obtenemos 
diss Сус, iin с, 
rs оза, mt, 


Sosituyendo on la solución general los valores ballados de Cu y Cn, фа 
memos las soluciones particulares que satisfacen las condiciones inii 


al, mira 
739. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 


de di 4: 
Fw F= = 


Resolución. Derlvando con respecto a £ la کاو‎ ccución: Pra. SE, 
Eliminando do la ecuación obtenida SË, tenemos SE —4s, Dorivamos una 
ver más rospocto a t la ecuación obtenida de segundo orden LE 4. , 


Eliminando -SÈ , obtenemos 


fisme, 


о son, hemos llegado a la seuación con una sola función desconocida. Resol- 
viendo esta ecuación lineal homogénea de tercer orden, hallamos 


ae Cut +e (С, cost V 8- Co sent VD. 
La solución general para y se obtiene de la primera ecuación del sistema 
(С, соз, /8+-С, sent VS) + 
+e V8(5 cost V3—C, son V3] 


i dz 1 
gioi mer. 


o bien 
ye Gee et MOS V 340) eoe t V S (6, V3+ су) sen t V SI. 
De la segunda ecuación del sistema hallamos z; 
=C q et О УЗО) cost V $— (0s V 5— C3) son t S 
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Resolver los sistemes de ecuaciones diferenciales: 
140. 5 02-р, Ж=+2д 200) 1, y (0)=3. 
^n 
744. ds Gy, iS 
dz dy _. as 
142. ,و ات‎ =2. 
743, у= zoe xy. 
TM. y+, image (0)=4, 00) =0. 


E 
=> =: 20) 2, y0)4. 


"CHE AR = sent. 


741. +2 (2 + y) a+. 


тв. Ey Et, E 


мз. =a + zy, Pryt. 

Indicación, Considerar dos ane integrables: 1) sumar las ecuo- 
doce n dividir miembro a miembro la primera “ш obtenida por la 
p 


750. E 


E аа) 3и, + 2= e. 
ти, Si +my=0, DET mao. 


maga tontit: Henn 


E manti tann.. Fent 


Er амалан «Fanatn- 
کک‎ sistema se puede escribir en forma de una sola ecuación diferencial 
matricial 
іХ 
же 


Aquí 


au un 


а=| а в 


Хоњ, аһа 


Buscamos la solución del sistema en la forma 
pee quent A T 


Sustituyendo los valores de #1, ту, . .., 2, en el sistema de ecuaciones diferen- 
ciales, obtenemos un sistema ¡ones algebraicas lineales respecto а pi, 
Par oo Pa? 


| („№ Fi GP F< аара, 


El sistema debe tener una solución no nula, por eso para doterminar X 
obtenemos la ecuación de n-ésimo grado 


La última ecuación es la ecuación característica do la matriz A y, al mismo 

tompo, la eouación caracteristica dal sistema: o pe 

pongamos que Ta ecuación característica, tiene n raíces diferontos A, 

B dos que ón los números característicos do la matriz 4. A cada imei 

circa responde sl propio vector, Supongamos аш a cda moto 
característico hp, la corresponde el vector propio (px; Pas , don 

к= 1, 2, .. л. Entonces el sistema de ecuaciones diferencialos 4629 n solu 


primera solución correspondiente a la raíz А = X: 
amo, samp, <, n= ps 
la segunda solución correspondiente a la raíz А = 


la sima solución correspondiente а la raíz А ж 
арб, zm pP, ... 


Hemos obtenido el sistema fundamental de soluciones. La solución general 
del sistema es la siguíento: 


а = Con + Co + 
2 = беп + Ce 


+ Catin 
+ Сы, 


ж = Cima + Суза H eee бм 
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Los casos de raíces complejos y múltiples se examinan en los ejemplos. 
753. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


тү +3 


Resolución, Componemos la ecuación característica de la matriz del sistema 


| z2 ¿Jo o bien X—11--1020, 


40, son los números característicos de la matriz. 
ecuaciones para determinar el vector propio tionen Ja 
Spa 0 y Bpa (f бур = 0 y so recon a una sola 
* Esta última ecuación іза el vector (L; —2). 
Para btenemos la ecuación (7 — 10) pa + Зра = 0, 6p; + (4 — 
-1 == 0, o bien p, — p, = 0. Esta ecuación detere el vector (1; 1). 
Panamos el sistema fundamental de soluciones: para A= 1: гц 
zu Dedi Jum 10: zy em eE, ты m el, 
La solución general del sistema tiene la forma 


am Cil Сет, э = Ce + сум, 


Sus raíces M = 1, 
Cuando ) = 


754. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


=e 424 — 


di 
Hory 


S= — 424124485. 


Resolución, Escribimos la ecuación característica de la matriz dol візіта: 
pa — ч | 


Пи — 
— 42 3 
Desarrollando el determinante, hallamos 
(6 — A) (9 — 9) — 48 — 12 + 12 +42 + 72 — 12А + 36 — 12А 
o finalmente, 


2A — GA + iD — 6-0. 


Esta cenación tiene las raíces Ay = f, à, = 2, Эз = З. 
Determinamos los vectores propios de la matriz A. 
Para А = 1 obtenemos el sistema de ecuaciones 


Sp,— f25,— p=, 
{ — áp pan 
— d+ 1204 +25 


una de las cuales es la consecuencia de dos otras. 
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Tomemos, por ejemplo, las primeras dos ecuaciones: 


Haciendo k = 1/4, obtenemos el vector propio (2; 1; —2). 
Para = 2 tenemos el sistema 


{ Api Mp — P=, 


Pi— 5P:— P770, 
—Áp pe Рз =0. 


Volviendo a utilizar Jas primeras dos ecuaciones (la tercera, es consecuencia do 
ellas), hallamos: 
| 


12 — 
EE 


ME 


k=Tk, 


Tomando к = 1, encontramos el vector propio (7: 3; —8). 
Para A = 3 tenomos el sistema. 


So 12p—p4=0, 
Pı— бру—Ру=0, 
арр 0. 


De la última ecuación hallamos pı = Spa. Sustituiimos este valor de ру 

юн El ecuación y hallamos ps = —3p,. Tomando p, = 1, obtonemos 
Pa = —3, о sea, el vector propio (3; 1; —3). 

sistema fundamental de sojuciones es 


PIA 
duds pisani os estada de IE foret 


а = 204 + 1С, 4 SC, 
жу = Cef 4 3С, + Cyt, 
PEE 


755. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 
үг 
=8 + Aa. 


Resolución. Escribimos la ecuación característica de la matriz del sistemi 
[s 


@—%з=—9, Aé, Ahk. 


al 
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Doterminamos los vectores propios. А 
Para М = 4 + 3f obtenemos el sistema de ecuaciones 


Mp, — 3p, 0, 
3pi--3ip 0. 
, De ема mado; pa = ip. Tomando ру = 1, obtenemos ру = 1, o son, ol 
m Doy Lo obteaemos el sistema de ecuaciones 
{ — Sip. 3090, 
Эр —3ру=0. 


para û, = 4 + 3: 


zy = «Ө ett (cos 14-0 зеп 30, 
gym (еб = ett (sen 3-i соз}; 
para 4—4: 
зц гї ett (соз 3—1 sen 30), 
Za =e (— 500 St! cor 3). 
De esto modo, obtenemos la solución general 
ж = Ce! (cos 3t + (son 34) + Cae"! (cos 3t — (sen 30), 
a, = Cet (—sen 3t + 1 соз Sr) + Се (—son 8t — 1 cos 3t), 
o son, 
#4 = t (C, + Су) cos 3t + (C, — Cy) tsen 31), 
ay = e [—(C, + Cy) sen 3t + (С, — Cy) 1 соз 31]. 


Haciendo C; + С, = Cf, (C, — Cy) i= С}, obtenemos 


an = ett (CF cos 3t 4 Cf son 3t), 
э = et (—C son 3t + C$ cos 305 


sett = et cosi tet ве, 
de (49301 = езер 3t -+ lett cos 3t, 
Qbtenerzos dos soluciones particulares linealmento independientes: гү = 


= ell cos 3, zu = ef son 3, зуу = еЧ sen И, ты, = et coa t 
La solución general ss 22 ена 


a= бл + Cena зу = City Cana 
о sea, 


эз = d (C, cos 32 + Cyson 30), zy = ett (— C, sen 3t + С, cos 30). 
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756. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


Resolución. Escribimos la ecuación característica 


4= 0 ل 
А 0(=0, obion (—3439-0.‏ 1 
د i ч‏ 
Los números característi с 1, h= 1, Ay = t‏ 
бшш =, aa шаш? al Veciórpoopioblacemos ol sistema de‏ 
ecuaciones‏ 
,0=»— 
Pı—Pa=0,‏ { 
Pi— PPs =0.‏ 


Esto sistema determina el vector propio (t: 4; 0). 
o А dada de ción 


0—0 Pa =0, 
Pap =0, 
Pı—pa—tpa=0. 


Esto sistoma determina el vector propio (1; —f; 1 — 1). 
El vector propio correspondiente al número característico A == —1 no se 


examina. 
Al valor de A= 1 lo corresponden las soluciones 
med, mead, зщ=0. 


A] valor de A = 1 le corresponden las soluciones 
elt = cost + 1 зеп 0, 1016 = —sen t + Ecos t, 
@ — £t (cos £ + sen t + 1 (sen t — cost). 


Separando las partes reales, obtenemos las soluciones 
та = cost, z= oent, Zap m cost -+ son t 


Separendo las partes imaginarias, encontramos las soluciones 


Z= Seni, зуу = COB, Zy == Seni — cost. 
La solución general es 
э = Си + бу cost + Ca sen t 


2,7 C — C, sen t+ Сз cos t, 
та = С, (cos t + sen 4) + С, (sen t — соз). 
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757. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


| E E 


dz, 
p 
Resolución, Resolvemos la ecuación característica: 
|? De 0; (6—%)(3—%)+4=@ MSAHI6=0; == 


Si M es la raíz de la ecuación característica de multiplicidad m, entonces 
a esta raíz lo corresponde la solución 


ad, a, y nmp OAM, 


donde g le (t) son polinomios de grado jue m — 4. 
nde Pu Ba dOr û iar obo Fer à To corresponde la solución ° 


a= (nes z= Ou М. 
Derivando z, y zp, obtenemos 


BL at laa, Sm bet A (ap) t 


Los valores de зу, za, SEL , 508. se sustituyon en ol sistema do ecuaclo- 
nes. Después de reducir on ¢“ tenemos 
а + A (t a) = 5 (at а) — Фи + Da), 
by + 4 (bit + ba) = ай + ag + 3 (bit + ba). 
Igualando los coeficientes de £ y los términos libres, obtenemos los aiste- 
icuaciones: 
da m ба — d fo, daa = Say — dar 
dum a, F by ДЫ H 4b = s e Db 
De ello se deduce quo a, = by: в, — b, = a, = by., Haciendo m = Ciy 
ARA E 
or consiguiente, 


mim (Cg RC), mom е4 (Си + 0 — Су). 
Esto sistema so resuelve más sencillamente por el método de eliminación. 
En efecto, expresando z, de la primera ecuación y efectuando la derivación, 
sustituimos luego los valores de z, he la segunda ecuación. Como resultado 


obtendremos una ecuación lineal homogénea de segundo orden respecto a zw. 
Recomendamos al lector resolver por cuenta propia el sistema dado por el méto- 
do de eliminación. 


Hallar las soluciones generales de los sistemas: 
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ти. E md xis 
dz, 
ا‎ 2 
y Li 122, — 52, 
2 dz. 
uz, + 102). 
E 
763. e 
herna, 
Lo 15r 62, + 12y, 
764. | Fi —152, — 72, + 18r, 
a — 192, 82 21. 
dis S acis 
Parla 1)y. 
de 
mf 
de 
de 
767. 


Capítulo V. Elementos de la teoría 
de las probabilidades 


$ 1. Suceso aleatorio, su frecuencia y probabilidad 


Se Iama suceso aleatorio al que puede tenor lugar о no, cuando se cumplo 
un conjunto de condiciones, ligadas con la posibilidad de la aparición de los 
sucesos dados. 

Los sucesos aleatorios se designan por modio de las letras A, В, С,.... 
Cada realización del conjunto de condiciones que se examina se denomina 
pru 1 número de pruebas puede crecer infinitamente. La relación entro 
el número m de realización del soceso aleatorio dado А en una serio determi- 


P (A) = mln, 
frecuencia relativa de un suceso aleatorio siompre está comprendida 
entre ol cero y la unidad: 0 < P (4) < 1. 

Los sucesos aleatorios masivos posean la propiedad de la estabilidad de la 
frecuencia: los valores do la frecuencia del suceso aleatorio dado que se obser- 
van en diferentes series de pruebas homogéneas (siempre que el número de prue- 
bas өп cada serio es suficientemento grande) varían poco de una serio a otra, 

Al estudiar sucesos aleatorios, es precisamente esta circunstancia la quo 
permite emplear los métodos matemáticos asignando a cada sucoso aleatorio 
masivo su probabilidad por la cual se toma ol número (hablando on general, de 
antemano desconocido) alrededor del cual oscila la frecuencia observada del 


ТА probabilidad de un suceso aleatorio А se designa por Р (A), La pro 
babilidad de un suceso aleatorio, al igual que su frecuencia relative, está com- 
prendida entre el cero y la unidad: 0 < P (4) < 1. 

A un suceso cierto (o sea, al suceso que debe producirse оп cada prueba) 
se lo atribuye la probabilidad P (4) = 1. 

jun suceso Imposible (o ss, al suceso que no puede producir en ninguna 
prueba) se lo atribuye la probabilidad P (4) = 0. 

En algunos casos elementales la probabilidad de un suceso aleatorio puede 

lo 


sor determinada de antemano, Esto зе hacer, por ejemplo, cuam 
resultados posibles de cada una de homogéneas pueden representarse 
en forma de п resultados (scasos») únicamente posibles, incompatibles entro sí 


y eguiposibls (o soa, además de estos sucesos no pueden baber ningunos otros, 
Sucesos cualesquiera no pueden ocurrir simultáneamente y hay rázones para 
suponer que la realización de cualquiera де ellos no ө más posible quo Je dedos 

antes). SÍ entre estos m casos únicamente posibles, incompa! i 
Posibles Lay m ligados а la manifestación del Buceo А (o, como se dice en la 
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teoría de las probabilidades, «favorecen» А), entonces como probabilidad dol 
suceso А зе tuma la relación entre m y n: P (A) = mín. 

768. En una cajita hay 10 bolas numeradas del 4 al 40. Se ha 
sacado una bola. ¿Cuál es ta probabilidad de que el número de la 
bola extraída no exceda de 40? 

Resclución. Como el número de cualquier bola que se halla en la cajita 
no supera 10, el número de casos favorables al suceso A es igual al número de 
e Jos casos posibles, o зев, m = n = 10 y P (А) == 1. En este caso el suce- 
30 A es cierto. 


769. Lina urna contiene 15 bolas: 5 blancas y 10 negras. ja 
es Ja probabilidad de que de la urna se extraiga una bola azul! 


Resolucion. Fin la urna no hay bolas azules, o seo, т = 0 y п = 15. Por 
consiguiente, P (4) = 0/45 = 0. En el caso dado el suceso А os imposible. 


770. Una urna contiene 42 bolas: 3 blancas, 4 negras y 5 rojas. 
¿Cuál es la probabilidad do que de la urna se saque una bola negra? 


Resolución. Aquí т = 4, п = 12 y P (A) = 4/12 = 1/3. 

771. Una urna contiene 10 bolas: 6 blancas y 4 negras. 
sacado dos bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que ambas bol 
das sean blancas? 

Resolución. АЧИ el número de todos los casos n = Cf, = (10-9)/(1-2) = 
45. ú termina la 


El número de los casos que favorecen el suceso А se ЕЧ 
id т = Cj, o sea, m = (6-5)/(1-2) = 15. De suerte que P (А) = 15/45 = 


772. En una lotería bay 2000 billetes. Un billete se premia con 
400 rublos, cuatro billetes con 50 rublos, diez billetes con 20 rublos, 
veinte billetes con 10 rublos, 165 billetes con 5 rublos y 400 bille- 
tes con 1 rublo cada uno. Los demás billetes no se promian. ¿Cuál 
es Ja probabilidad de ganar con un billete 10 rublos por lo monos? 


Resolución, Aquí m = 4 + 4 -+ 10 + 20 = 35, n = 2000, o sen, P (4) = 
= mín = 38/2000 = 0,0475. 

773. Una urna contiono 20 bolas numeradas del 1 al 20. ¿Cuál 
os Ja probabilidad de sacar la bola que llova el número 37? 

774. Una moneda se arroja dos veces. ¿Cuál es la probabilidad 
de que ella ambas veces caiga de cara? 

75. La primora cajita contiene bolas numeradas del 1 al 5, y Ja 
a bolas numeradas del 6 al 10. De cada cajita se ha sacat 
bola. ¿Cuál es la probabilidad de que la suma de los números salidos 
sea: 1) no menos de 7; 2) igual a 11; 3) no más de 11? 

776. En una lotería hay 1000 billetes. Entre ellos 500 billetes 
зе үш у 500 no se premian. Se han comparado dos billetes. ¿Cuál 
la probabilidad de que ambos billetes resulten premiados? 

777. En un grupo de 30 alumnos, en un examen escrito 6 alumnos 
han obtenido calificación sobresaliente, 10 alumnos, calificación 
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buena y 9 alumnos, regular. ¿Cuál es la probabilidad de que todos 
los tres alumnos llamados a la pizarra hallan obtenido calificación 
de insuficiente en el examen? 


$ 2, Axiomas de la suma y multiplicación 
de probabilidades 


So llama unión (o suma) do algunos sucesos aleatorios al suceso consistente 
өп la realización de uno de los sucesos dados, por lo menos. La unión de sucesos 
Ay Am + ><» An ве designa por A1 + А, + o de An. 

Silos sycesde que so asocian son Incas patiles (10 pueden producirse dos 
sucesos conjuntamente), entonces la probabilidad de unir algunos sucesos es 
igual а la suma de probabilidades de los sucesos que se asocian (esioma de la suma 

probabilidades): 


PA + A, +... БА) = P AD + P (Aa) +... + PAR 
Un suceso consistente en la no realización del suceso aleatorio A 80 deno- 
mina suceso contrario al A y se designa por A. 
La unión de los sucesos A y Я da un suceso cierto y puesto que los sucesos 
A y Ж son incompatibles, entonces 


Р(АУ+Р@ =, oben P(A)=1—P(4). 


Si como rosultado de la prueba dada puede producirso sólo uno de los suco- 
вов incompatibles Д, Ау, -.« Ap, entonces Ar Аа, ..., An forman el 
llamado grupo completo de suc о la unión de los sucesos de un grupo 
completo es un suceso cierto, para tales sucesos tiene Jugar la igualdad 


PA) Pg EPA =1. 


Se llama coincidencia (o producto) де dos sucesos aloatorios 4, y А, a un 
suceso compuesto consistente en la realización simultánea о sucesiva de ambos 
sucesos. La coincidencia de los acontecimientos Ay y Az ве designa por AjÁs- 

Por probabilidad condicional dol “A respecto al suceso A, [se designa. 
por P (4,/,)] so entiendo la probabilidad de producción del suceso А, supo- 
niendo de quo el suceso 4, tuvo lugar 

La probabilidad de coincidencia de dos sucesos A, y As es igual al producto 
de la probabilidad de uno de ellos por la probabilidad condicional del segundo 
respecto al primero (oxioma de multiplicación de probatulidades) 


P (AA) = РОР (AJA) = P UH (АМА). 


Dos sucesos aleatorios A, y Ay ве llaman independientes si la probabilidad 
condicional de uno de ellos respecte al otro es igual a la probabilidad incon- 
фета! d ne mismo suceso: P (As/A,) = Р (А) En osin caso tienen lugar 
los ualdades: 


= P(A: PAJA) = P USA, = P (A). 


Para los sucesos independientes la probabilidad de su coincidencia os igual al 
producto de sus probabilidades: 


POM) = P (ADP UO 
La coincidencia do n sucesos Аз, Аз... An (que se define anál 
se «coincidencia " (que se define análogemente) 


La probabilidad condicional del suceso A; determinada en la suposición 
de que se han producido los sucesos Ay, As, >. Лаа se designa por 
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Р (АМАА, 
el axioma 


A»). La probabilidad de coincidencia de m sucesos según 
'uitipllcación de probabilidades se determina por la fórmula 
P Ay А,... Aa) = P (AJD-P(AJAD-P (Af ida) <<. 
¿es E === es 

So dice que n sucosos Ay, Áp, - . -. An зоп independientes en su conjunto, 
si en la probabilidad de realización de cada uno de ellos no ejerce influencia la 
Mmanifostación de cualesquiera otros, tomados en una combinación cualquiera. 

La probabilidad de coincidencia de n sucesos Independientes en su conjunto 
es igual al producto de sus probabilidades: 


P (4,4, ... А) = P (ADP A .- P (An) 
778. Una urna contiene 10 bolas blancas, 15 negras, 20 azules y 
25 rojas. Se ha sacado ш la probabilidad de que la boli 
salida sea: blanc azul; roja; blanca o negra; azul о roja 
blanca, negra o azul. 


10/70 = 
= 54. 


Resoluctón. Tenemos n = 40 + 15 + 20+ 
Ui, EU) c 15/0 = эй, РИ) = 20010, 
Utilizando о] 


axioma de la suma de probabili 
P (B + N) = Р (B) + Р (N) = 4/7 + 3/44 = 5/46; 
P (A + R) = P (A) + P (R) = 2/7 + 8/44 = 9/44; 
P(B +N + А) = 1 — P (R) = 1 — 5/44 = 9/14. 


mbas bolas sean blancas? 


Resolución, En el caso dado se trata de la coincidencia de los sucesos А 
в, donde el suceso А os la salida de una hola blanca de la primera cajita y el 
suceso B ез la salida de una Bola blanca do In segunda cajita. Con allo 4 y 2 
son sucesos independientes. Tenemos P (А) = 2/12 = 1/0, P (B) = 8/12 = 
= 2/3. Aplicando el axioma de multiplicación de probabilidades, encontramos 


P (AB) = P (A)-P (В) = (1/6)-(2/3) = 4/9. 


780. Con las condiciones del problema precedente, determinar la 
probabilidad de que una de las bolas sacadas sea blanca y la otra 


ol suceso А, la salida de una bola blanca de la primera cajita; 

ol suceso В, la salida de una bola blanca do la segunda cajita; 

öl suceso С, la salida de una bola negra de la primera cajita (C = A) 

el suceso D, la salida de una bola negra de la segunda cajita (D = B). 
Entonces P (4 4/6, P (В) = 2/3, P (C) = P (A) = 1 — 1/8 = 5/6, P (D) = 
= P (В) = 4 — 2/3 = 1/3. 

Potermipemos la probabilidad de que la bola sacada de la primera enjita 
soa blanca y la sacas la segunda cajita sea negra. Aplicamos el axioma de la 
suma de probabilidades; 

P (AD) = P (4)-P (D) = (1/8)-(1/8) = 1/18. 

Determinemos la probabilidad de que la bola sacada de la primera cajita 
sea negra y la sacada de la segunda cajita sea blanca: 


P (BC) = P (B)-P (С) = (2/3)-(5/8) = 5/9. 
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Determinamos ahora la probabilidad de que la bola sacada de una cajita 

(no importa si de la primera o de la segunda) resulte blanca y la sacada de la 

Siro cajita, negra. Aplicamos el axioma de multiplicación de probabilidades: 
P = P (AD) + P (BC) = 4/18 + 5/9 = 11/18. 


781. Una cajita contiene 6 bolas blancas y 8 negras. De la cajita 
se han sacado dos bolas (sin reposición). Hallar la probabilidad de 
que ambas bolas sean blancas. 


Resolución, Sean el suceso A la salida de una bola blanca en la primera 
extracción, y el B, la salida de una bola blanca en la segunda extracción. Según 
Жор, multiplicación de probabilidades paro el caso de sucesos depen- 
dientes tenemos P (AB) = P (4)-P (B/A). Pero P (A) = 6/(6 + 8) = 6/14 = 
= 3/1 (a probabilidad de que la primera bola засада es blanca); P (B/A) = 
= (6 — 1)/0+8— 1) = 5/13 (la probabilidad de salir una segunda bola 
Шке ile que se extrajo la primera). Por consiguiente, P (4B) = 


782. Tros tiradores disparan contra un blanco. La probabilidad 
de que el primer tirador dé en el blanco es igual a 0,75, para el se- 
gundo tirador esta probabilidad es de 0.8 y para el tercero, de 0,9. 
Determinar la probabilidad de que los tres tiradores den simultá- 
nenmente en el blanco. 


Resolución. Tenemos 
P(A) = 0,75, Р(В) = 08, Р(С) = 0,9: 
P (АВС) = P (А)-Р (В)-Р (С) = 0,15-0,8-0,9 = 0,54. 


783. Con los datos del problema precedente, determinar la pro- 
babilidad de que dé en el blanco al menos un tirador. 

Resolución. Aquí P (A) = 1 — 0,75 = 0,25 (la probabilidad de que yerre 
el blanco el primer tirador); P (9) = 1 — 0,8 = 0,2 (la probabilidad de que 
yere ol blanco el segundo tirador); P (С) = 1 — 0,9 = 0,1 (la probabilidad 
de que yerre el blanco el tercer tira jn entonces P (ABC) — o sea, la proba- 
bilidad de que el blanco simultáneamente todos los tres tiradores se 
determina por e] modo sigulente: 


P (ABO) = P (4)-P (B)-P (C) = 0,25-0,2-0,4 = 0,005, 


Pero ol suceso contrario del suceso ABC es el consistente en que al ment 
vn solo tirador dé en el blanco. Por consiguiente, la probabilidad buscada P = 
= 4 — P (ABO), o sea, Р = 1 — 0,005 = 0,995. 


784. La probabilidad de que una máquina herramienta se estropee 
ол el transcurso de un día de trabajo es igual a a (a es un número posi- 
tivo pequeño cuyo cuadrado se puede despreciar). ¿Cuál es la proba- 
bilidad de que la máquina herramienta no зе estropee ninguna vez 
durante 5 días? Resolver el problema para а = 0,01. 


Resolución. Puesto que 1 — а es la probabilidad de que la máquina herra- 
mienta no se estropee en el transcurso de un día, entonces, según el axioma di 
multiplicación de probabilidades, (1 — a)* es la probabilidad de quc le máqui- 
na no se deteriore durante 5 días. 


ө? 


Xaliéndonos del desarrollo binomial y, despreciando, los términos que con- 
tienen aê, аб, at y a, obtenemos la igualdad aproximada (1 — 0)? œ 1 — Sat, 
о sea, P x 1 ба. Para а = 0,01, tenemos P œ 0,95. 


785. Una cajita contiene a bolas blancas y b negras. ¿Cuál es la 
probabilidad de que de dos bolas sacadas una sea blanca y la otra 
negra? (La bola sacada no vuelve a meterse en la cajita.) 


Resolución, Sean: 
el suceso А, la salida de una bola blanca en la primera extracción; 
el suceso 8, la salida de una bola negra en la segunda extracción; 
el suceso С, la salida de una bola negra en la primera extracción; 
el suceso D, la salida de una bola blanca en la segunda extracción. 
la probabilidad de que la primera bola salida sea blanca y la 


Calcul 
segunda neg 


D 


Ps P (A)-P (BIA) 


Feto 


mos la probabilidad de que la primera bola salida sea nogra y la 
blanca: 


А ah 
РРР Юу TFT" O" 


Do este modo, la probabilidad de que una de las bolas sacadas sea blanca 
y la otra sea negra se determinará por el axioma do la suma: Р = P, + Ру, 
3 sen, 

> 
Ха) (a +5—1) * 

786. Una cajita contiene a bolas blancas, b negras y с azules. Se 
ha sacado una bola. Determinar la probabilidad de que la bola oxtraí- 
da sea: 4) blanca; 2) negra; 3) azul; 4) blanca o negra; 5) blanca o 
azul; б) negra o azul. 

787. La primera cajita contione a bolas blancas y b negras; la 
segunda, e blancas y d nogras. Do cada cajita se ha sacado una bola. 
¿Cuál es la probabilidad de que ambas bolas sean negras? 

788, La probabilidad de que ol primer tirador dé en el blanco es 
igual a p, y para ol segundo es igual a p. Los tiradores disparan si- 
multáneamento. ¿Cuál ев la probabilidad de que uno de ellos dé en 
el blanco y el otro falle el tiro? 

789. La probabilidad de que en una ciudad meridional N la tem- 
peratura en un día cualquiera del julio sea menor de 5 °C es igual ао 
(а es un número pequeño cuyo cuadrado se puede despreciar). ¿Cuál 
es la probabilidad de que durante los primeros tres días del julio la 
temperatura no descienda a menos de 5°C? 

790. La primera contiene 1 bola blanca, 2 rojas y 3 azules; 
Ja segunda cajita contiene 2 bolas blancas, 6 rojas y 4 azules. De cada 
cajita se ha sacado una bola. ¿Cuál es la probabilidad de que entre 
las bolas salidas no hayan bolas azules? 

791. La probabilidad de que en ol transcurso de un día no so estro- 
peo un torno sea igual a 0,03. ¿Cuál es la probabilidad de que durante 
Cuatro días seguidas no tenga lugar ningón deterioro? 
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792. En un aula hay 12 niños y 18 niños. Hace falta elegir una. 
delegación de dos personas. ¿Cuál es la probabilidad (si la elección 
so efectúa al azar) de que resulten escogidos: 1) dos niños; 2) dos ni- 
fas; 3) una niña y un niño? 

793. Una urna contiene 9 bolas blancas y 1 negra. Se extraen tres 
bolas conjuntamente. ¿Cuál es la probabilidad de que todas sean 
blancas? 

794. Se efectúan tres disparos contra un blanco. La probabilidad 
de hacer el impacto en cada disparo es igual а 0,5. Hallar la probabi- 
lidad de que como resultado de estos disparos se logro un solo impacto. 


$ 3. Fórmula de Bernoulli. El número más probable 
de realización de un evento 
efectúan n pruebas independientes en cada una de los cuales la 
pobilidad do realización del event? (suceso A ee la misma e igual a p, обоо 


la probabilidad de que el suceso А tenga lugar en estas n pruebas m veces зе 
expresa por la Jórmula de Bernoulli мй ы 


Pa, n= CRE, 
donde q=1— р. De este modo, 


Pong Pampa, Pan moa 


El número т, se llama námero más probable de realización del evento А 
оп n pruebas, si el valor de Р.п para т = mo no es menor de los demás valores 
de Pm,ny 0 802, Pp, n > Рт, cuando пу зё то. 

$i 0 4, entonces el número ede determinar de la desi- 
шй tob ” a t 

пр 4 & mo K np p. 
En esta desigualdad doble la diferencia de los valores do frontera os igual a 1. 
Si np + p no 08 un número entero, la desigualdad doble define únicamente un 
s probablo de ma. Pero si np + p өз un número entero, entonces 
lores más probables: тұ = np — q Y m; = np + p- 

795. Una urna contiene 20 bolillas blancas y 10 negras. Se han 
sacado seguidamente 4 bolas, con ello cada bolilla selida se repone y 
se mezclan las bolillas en la urna antes de extraer la siguiente. ¿Cuél 
ез la probabilidad de que entre las cuatro bolillas salidas dos sean 
blancas? 

Resolución, a probabilidad 3 extraor una bolilla blanca p= 2080 723 
se prueb Pm 1/3. Vili- 
е Formula de Berti оао В чен " 


nacre РОТ. 


796. La probabilidad de que se produzca el evento А es igual a 
0,4, ¿Cuál es la probabilidad de que en 10 pruebas el suceso А se 
realice no más de tres veces? 
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Resolución. Aquí р = 0,4, g = 0,6. Tenemos: 
la probabilidad de que el evento А se produzca: 0 veces es yay = d; 


4 vez es Payo = 1079 
2 veces es Pao 
3 veces es Рула 


по más de tres veces es igual a 
P= Pe, wt Ру, + Py ee Ру, 10 


а" + 10pg* + A5p%gt + 120p, о bien 
ат (P + бёр + 45ур* + 120p). 
Suponiendo р = 04, q = 0,6, obtenemos 
P = 0,67 (0,246 + 1,44 + 4.82 + 7,68) = 0,38. 
797. Determinar la probabilidad de que en vna familia que ti 


cinco hijos haya tres niñas y dos niños. Las probabilidades de naci- 
miento do un niño y de una niña se suponen iguales. 

Resolución. La probabilidad de nacimiento de una niña p = 0,5, entonces 
= 1 p = 0,5 (probabilidad do nacimiento de un niño), Por le tanto, la 
Probabilidad buscada” 

Py am Сір Tn eses-i. 


798. Dejando vigentes los datos dol problema precedente, hallar 
la probabilidad de que entre los hijos no haya más de tres nifias. 


Resolución. Tenemos 
no (dnd nat ($) 


1j 5 1\5 5 
(р пао) 
Pæn s+ P РР. 

799. Una moneda se arroja 8 veces. ¿Cuál es la probabilidad de 
que ella caiga de cara 6 veces? 

800. Una moneda se arroja 6 veces. ¿Cuál es la probabilidad de 
que caiga de cara no más de tres veces? 

801. En un aula hay 20 niños y 10 niñas. A cada una de tres pre- 
guntas hechas por e] maestro ha respuesto un alumno. ¿Cuál es la 
probabilidad de que entre quienes respondieron haya dos niños 
y una niña? 

802. En cada una de cuatro cajitas hay 5 bolillas blancas y 15 
negras. De cada cajit sacado una. ¿Cuál es la probabilidad de 
que salgan dos bolillas blancas y dos negras? 

803. Una urna contiene 10 bolillas blancas y 40 negras. Se sacan 
seguidamente 14 bolillas, con ello el color de cada una se registra y 
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luego la bolilla se repone en la urna. Determinar el número más pro- 
bable de salidas de una bolilla blanca. 
Resolución. Aquí п = 14, р = 10/50 = 1/5, = 1 — p = 4/5. Utilizando 


la desigualdad doble np — q < mo пр + p para los valores indicados de 
m, P Y q, obtenemos 


44/5 — 4/5 < m, < 14/5 + 1/5, osea, 2< m g3. 

Por lo tanto, el problema tione dos soluciones: m; = 2, m; = 3. 

804. La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es igual 
а 0,7. Se han efectuado 25 disparos. Determinar el número más pro- 
bable de impactos. 

Resolución. Aqui п = 25, р = 0,7, q = 0,3. Por consiguiente, 

25.07 — 0,3 < т, < 25-0,7 + 0,7, ома, 17,2 < m « 182. 

Como m es un número entero, my = 18. 

805. Como resultado de observaciones hechas durante muchos 
años, ha sido establecido que le que llueva el 1 de 
octubre en una ciudad dada es igual a 1/7, Determinar ol número más 


probable de días lluviosos el 1 de octubre en esta ciudad durante 
años. 


Resolución. Tenemos п == 40, p = 1/7, 


= 6/7. De este modo, 


і 
ot бснаш fi, bemest, om mus 


806. Hay 20 cajones de piezas homogéneas. La probabilidad 
de que en un cajón tomado al azar Jas piezas sean estándares es igual 
a 0,75. Hallar el número más probable de cajones en los cuales todas 
las piezas son estándares 

807. Una urna contiene 100 bolillas blancas y 80 negras. De la 
urna se sacan п bolillos (reponiendo en la urna cada bolilla salid 
El número más probable de salidas de una bolilla перт 
a М. Hallar n. 

Resolución. Do la desigualdad doble np — 9 < m, < np + p resulta que 

EA 
Aquí ту = 4t, p = 100/180 = 5/9, g= 4/9; por consiguiente, 


MID >, > .د‎ o sea, 188« «2065. 


Do suerte que el problema tiene dos soluciones: n, = 49, n, = 20. 


808. ¿Se puede en el problema precedente cambiar los valores 
numéricos de m, y p de modo que no tenga soluciones? 

809. El primer obrero puede fabricar durante un turno 120 artí- 
culos y el segundo, 140 artículos, con ello las probabilidades de que 
estos artículos sean de calidad superior son 0,94 y 0,8 respectivi 
mente. Determinar el número más probable de piezas de calidad 
superior fabricadas por cada obrero. 
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810. Hay 100 urnas llenas de bolillas blancas y negras. La E 
babilidad de que salga una blanca de cada urna es igual a. 0,6. Ha- 
llar el número más probable de urnas en las cuales todas las bolillas 
sean blancas. 


8 4 Fórmula de la probabilidad total. 
Fórmula de Bayes 


Si өз sabido que ol evento A puedo acascer junto con uno de los sucesos 

Hy, Hy forman un grupo completo de eventos incompatibles, 

representar como unión de los eventos AH, Alfa, - +: 

Н о зер, A = АН, + AH, +». + Hy. La probabilidad del 
to A puede ser determinada por la fórmul 

Ка (А) = Р (Hy)-P (AIA + P (H,)-P (AIH) +... ¥ P (Нл) -Р (А!Н„), 


Ново Ade puedo 


PY P(Hi)-P(AlHg- 


fórmula so llama fórmula de la probabilidad total. 
БАШЧА vonilelonsl del evento Бү, suponiendo que el evento А 
gar, se determina por Ja fórmula de Bayer: 
PAR) _ _P(ED-P AIRY q 
PU Te = [LI 
à P (AJB) P (HD 
a 


Las probabilidados P (ШИА) calculados por la fórmula de Bayos so Us- 
man frecuentemente probabili de las hipótesis. 


Blancas y 5 
саз y 5 negras; 
la elección de la i-ésima 


Венци, Do los datos esulta que P (4/4) = 4/2 ба probabilidad con- 
disons do que e ега la bolilla blanca de a ша), anilogamente, 
Pila) = 2/5, Р (ALS) = 3/8, Р (AIHA = 4/11. La probabilidad de que 
salga uña bolilla blanca so determina por la fórmula de la probabilidad total: 
P(A)= P (Н)-Р (AD) +P (E) PAID + 
+P (H-P (АТНӘ)+ЕР (Н-Р(А!Ҥд)= 
1.1 1 2,83 8,2 4 107 
= i$ 339 9t A ues 
812. Hay tres cajitas iguales. La primera contiene 20 bolillas 
blancas; la segunda, 10 blancas y 10 negras; la tercera, 20 negras, 
Do una cajita escogida al azar se ha extraído una bolilla blanca. 
Calcular la probabilidad de que ella se haya sacado de la primera 
cajita. 
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Resolución, Sean Ну, Hy, Hy las hipótesis consistentes en la elección: do 
Jimera, ja y tercera 


la pi vamente; ol oyento И es la salida 


сега сај 
Ee buscada Р (H,/A) se determina por la fórmula do Bayes: 


O TT 


NM Un cajón contiene N artículos, entre ellos los hay desecha- 

dos. El artículo escogido al azar está en buen estado. Determinar 

la probabilidad de que: todos los artículos contenidos en el cajón 

en buen estado; N — 1 artículos estén en buen estado y un 

Artículo está desechado; V — 2 articulca йа en Buen estado y das 

artículos estén desechados; . . .; todos los N artículos en el cajón 
estén desechados. 

Resolución. Las hipótesis antos del es to son la 
mirc rp Copy rn 
io articulos et desechados 

án dosoch: ETC 


consiste ег 
artículo en buon estado. Se Sequere ballat P (4/4). P UA) P UA) 
77 "Supongamos que antes del experimento todas Jas hipótesis son equiposibles: 
P (Hye P (H) = P (3) Рут, 


Р(А/Н =, РАЈН) = 


ral, 
РАН). РАНЫ) 0. 
Y 


De ollo encontramos 


PIA) 


niu ¡PEO qoom 
URB eR T 


ps N 2 
A FIF FNAN NFT 


Análogamente obtenemos 
2 2 

A ra улг 

РН мА). 


2 
Jupe 
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814. La primera urna contiene 5 bolillas blancas y 10 negras 
y la sogunda, 3 blancas y 7 negras. Se ha metido en la primera urna 
una bolilla sacada de la segunda, y luego de la primera urna se ha 
extraído al azar una bolilla. Determinar la probabilidad de que la 
bolilla sacada ses blanca. 


Resolución, Después de pasar una bolilla de la segunda urna a la primera 
en esta última hay dos conjuntos de bolíllas 1) 5 blancas y 10 negras que desde 
el principio se encuentran өп ella; 2) una boli lente de lo segunda urna. 
La probabilidad do que una bolilla blanca salga del primer conjunto es 
= 5/15 = 1/3 y la una bolilla así salga. о conjunto 
PUE E 3/40. La probabil срт 


a p de que una bolilla arbitrariamente extraí- 
а pertenezca al primer conjunto constituye Р (H) = 15/6 y la do que ella 

lenczca al segundo conjunto es = 1/48. 

Жыл ТЕ йаша de la Probabilidad total, obtenemos 

1,8. 58 
CASU + 


E 


P(A)= P (H,):P (AI) + P (H,)-P (A/H) = 


815. La primera urna contiene 4 bolilla blanca y 2 negras y la 
segunda, 100 blancas y 100 negras. De la sogunda urna зе ha pasado 
a la primera una bola y Juego de la primero urna se ha sacado al 
azar una bolilla. ¿Cuál es la probabilidad de que al bolilla salida se 
encontrara antes on la segunda urna, si se sabe que ella es blanca? 


$5 viable aleatoria y la ley de su distribución 


Si а cada evento elemental A de cierto conjunto de sucesos se lo puedo 
т en correspondenei, Х (4), entonces 


се que está 

consi 

numérico; sin embargo, 

valor, 

Х, У, 

7^ Vis; jos valoros que puede tomar la variablo aleatorio dada X forman una 
sorio discreta *) (ана о infinita) de números ду, Za, ...› Spy « + ., entonces 
la propia variable aleatoria X se llama discreto. 


Sin embargo, si los valores que puede tomar la variablo aleatoria dada X 
Tanan un intervalo entero finito o infinito Ja, Ы del eje numérico Ог, la varia- 
ble. Dv le b erc STR die! del e 

cada valor de una variable aleatoria del tipo z, le corresponde una. 
babilidad determinada pa a enda intervalo Ja, P del campo de valores de una 
variable aleatoria del tipo continuo le corresponde una probabilidad determi- 
nada P ( < X < b) de que el valor tomado por la variable aleatoria se encuen- 
E an шө Interado. 

La relación que establece de uno u otro modo el enlace entre valores posi- 
bles de una magnitud aleatoria y las probabilidades de los mismos se llama ley 
de distribución de la variable aleatoria. 


=) Una serie finita o Infinita do números se llama discreta, si a cada número 


Zn de esta serio se le puede correspondencia wn intervalo Jan, 
ыш del cual no hay otros nùmeros do la serio dada. ° m aal 
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La ley de distribución de una variable aleatoria discreta se define gene- 
ralmente por la serie de distribución: 


alala WE XN EE 


Con ello J p, = 1, donde la sumación se extiende sobre todo el conjunto (finito 


л 
o infinito) de valores posibles de la variable aleatoria X dada. 

La ley de distribución de una variable aleatoria continua es cómodo dofi- 
nirla con aus de la llamada función de densidad de la probabilidad f (x). La 
probabilidad P (a < X < 5) de que 
ol valor tomado por la variable aleatoria Кх) 

X se encuentro en el intervalo Je, Ы se 
Motermina por la igualdad 


070 b g 


n 
Pe = (rea 
(a reb) IL Fig. 35 
El grático de la función / (s) se denomina curra de distribución. Goométrica- 
quese probabilidad de que una variable aloatoria se encima a! intervalo 
. а del trapecio corvilineo correspondiente limitado 
«tiva de distribución, aleje б: y las rectas z = а, 0 lg ao) ро 
La función de densidad de la probabilidad / (z) posce las propiedades lgulon- 


16) 29. 


reae 


(si todos los valores de la variable aleatoria X so hallan comprendidos en el 
intervalo Ja, bl, entonces la última propiedad se puedo escribir en Ja forma) 


fioa =з). 


Examinemos ahora la función Р (z) = P (X < з), Ells se llama función 
de distribución de la probabilidad de la variable aleatoria X. La función F 
axiste tanto para variables aleatorias discretas como рага continuas. Si / (т) 
a la función de densidad de distribución de la probabilidad de una fun. 
oleatoria continua X, entonces 


Fes | шш. 
De la última igualdad resulta que 


09 = Р (a. 


A veces la función f (z) se llama función diferencial de distribución de lo 
probabilidad y la función F (z), función integral de distribución de la probabilidad. 
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Señalemus las propiedades más importantes do la función de distribución 
de una probabilidad: е аы 


1а Р (z) es una función по decreciente. 


816. Se dan las probabilidades de valores de una variable aleato- 
ria X; el valor 40 tiene la probabilidad igual a 0,3; el 2, la probabili- 
dad 0.4: el 8 ta probabilidad 0,1; el valor 4. la probabilidad 0,2. 
Construir la serie de distribución de la variable oria X. 


Resolución Situando los valoros de la variablo aleatoria en el orden crecien- 


te, obtenemos una serie de distribución: 
ШИ 4 | s | » 
n 9,4 | 0.2 | 0.1 | °з 


Tomos sobre el plano тОр lot puntos (2; 0,4), (4; 0,2), ete. Uniendo los 
qunjos sucesivos por segmentos rectllbcos obtenemos el ан Hemedo poligono 
de la variable aleatoria X (fig. 36). 


fà 
03) 
02| 1 

д ІШЕ! 


TFA че Nx a а 


mt 


mE Pig, 37 
817. La variable aleatoria X está subordinada a uma ley de 
distribución con densidad f (z), con ello 
0, s x<0: 
= | ade), si 0<:2<3; 
Q s 2>3 
So ехіво; 1) hallar el coeficiente a; 2) construir el gráfico de distribu- 
ción de la densidad y = f (2); 3) hallar la probabilidad de que X so 
encuentre en el intervalo И, 2. 
Resolución. 1) Como todos los valores dela variable aleatoria dado se hallan 


comprendidos en el segmento [0, 3), ontonces a (3z — a) ds = 4, do dondo 
è 


[papaj ова .(®— 
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2) El gráfico de le función f (s) en el Intervalo 10, 3[ es la parábola y = 
más — d£ y fuera do esto intervalo, de gráfico sirve el propio eje do Ios abaci- 
sas 


(ig, 37). 
Y La probabilidad de que la variable aleatoria X se encuentre en ol inter- 
valo fH, 2('se determina por la igualdad 


Construir la función de distribución de la probabilidad de esta varia- 
blo aleatoria. 
Resolución. Si 2< 10, — entonces F (z) = P (X < 3) = O; 
si 40 < 2 20, entonces F (s) = P (X < 2) = 02; 
si 20 < = 30, entonces F (z) = P (X < 1) = 0,2 + 0,3 + 
+05: 
si 30 < 2< 40, entonces Р (s) = P (X < а) = 02+ 
+08 + 0,35 = 0,85; 
si 40 < < 50, entonces F (z) = P (X < 2) = 02+ 
+ 3 + 0,35 + 0,1 = 0,95; 
si 22 50, entonces Р (s) = P (X < x) = 0,2 + 
+0,3 + 0,35 + 04 + 0,5 = 1. 
819. La variable aleatoria X está definida por la función de 
distribución (por la función integral) 


osi 2<1 
eol (—1)2, si 1<rg3; 
Los 2>3 
Calcular la probabilidad de que la variable aleatoria X se encuen- 
tro en los intervalos И.5; 2,51 y 12.5; 3,5L. 
Resolución, Tonemos 
P, = F (2,5) — P (5) = (2,5 — 1)2 — (1,5—4)/2 = 0,75 — 0,25 = 0,5, 
P, = F (3,5) — P (2,5) = 4 — (2.5 —1)/2 = 1 — 0,75 = 0,25. 


E 


820. La variable aleatoria X está definida por la función de 
distribución 


0. si 2<2; 
ro [еа si 2<:<3; 
4 si 2>3 
Calcular la probabilidad de que la variable aleatoria X se en- 
cuentre en los intervalos И; 2,5 y 12,5; 3,5]. 
Resolución. Tenemos 


P, = F (2,5) — Р (1) = (2,5 — 2? — 0= 0,2, 
P, = F (3,5) — F (2,5) = 1 — (2,5 — 2% = 1 — 0,25 = 0,75. 


821. La able aleatoria X está definida por la función de 
distribución indicada en el problema precedente. Hallar la densidad 
a distribución (función diferencial de distribución) de la variable 
aleatoria. 


Resolución, La densi 
de distribución, о sea, / (2) 


distribución es igual a la derivada de la función 
Р (2), por eso 


0, si z<2 
ЕЕЕ КЕРТЕ 
0, si c3. 


822. Un tirador ejecuta tres disparos contra un blanco. La 
probabilidad de que dé en el blanco a cada disparo es igual a 0,3. 
Construir la serie do distribución del número de impactos certeros. 


Indicación: valerso de la fórmula de Bernoulli. 


823. En una urna hay cuatro las numeradas del 1 al 4. Se. 
extraen dos bolillas. La varia! oria X es la suma de los núme- 
ros que llevan las bolillas. Construir la serie de distribución 
de la variable aleatoria X. 

824. La variable aleatoria X está subordinada a la ley de distri- 
bución con la densidad 


r= | аүа 2, si |т|<а; 
0, si |г|>а. 
Se exige: 1) hallar el coeficiente a; 2) hallar la probabilidad de que 
la variable aleatoria X se encuentre en el intervalo la/2, al; 3) cons- 
truir el gráfico de distribución de la densidad de la probabilidad. 
825. Mostrar que la función f (z) = 1/(2* + n^) es la densidad 
la probabilidad de cierta variable aleatoria X y calcular la prol 
dad de que la variablo aleatoria X se encuentre en el intervalo 
, o 1. 
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826. Se di 
ble aleatoria 


función de la densidad de distribución de la varia- 


0 s 2<0; 
1= | asenz, si 0<z<m; 
0 s z>m 
Determinar a y F (z). 
ET. En una шта hay S bolilas blancas y 25 negras, So extra» 
ma bolilla. La variable aleatoria X es el número de las bolillas 
blancas oxtraídas. Construir la función do distribución P (z). 


$ 6. Esperanza matemática y varianza 
de una variable aleatoria 


lama esperanza mate discreta а la suma 
PI m e los valore de la variable амана por ie probabilidad de 


"P. na Variablo aleatoria X so caracteriza por una serie finita do distribu- 


entonces la esperanza matemática M (X) se determina por la fórmula 


A^ 
MX) = ару ззрь +. Бара 0 bien M (X) У) spp [7] 
a 
Como p,-epi Бра 1, ены 
LM, 
M ies ru x 


Ahora bien, М (X) os la modia aritmética med de los valores do la varia- 


їз эн... En рага 108 pesos Prs Pas + + >+ Ра 
Si п э оо, entonces 


мо-5 ETT 


(a condición de que la suma de osta sero ee finita 

1 concepto de esperanza materá! también a las variables 
aleatorias odias. Жш Y (o) la donald de ро probabilidad de una variable 
aleatoria X. Entonces la esperanza matemática de la variable aleatoria continua X 
se determina por la igualdad 


de 
M= | «ңә 


(a condición de que el valor de esta integral sea finito). 
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En lo que se refiere a la interprotación geométrica, la esperanza matemática, 
tanto de ша variable aleatoria continua como discreta, es iguala la abscisa del 


centro de gravedad del área acotada por la curva (o el polígono) de distribución 


con el eje de las abscisas. 
El punto del eje Ох cuya abscisa es igual a la esperanza matemática de una 
magnitud aleatoria, suelo llamarse centro de distribución de esta magnitud 
leatoria. 
Se denomina varianza de una variable aleatoria a la esperanza matemática 
del с Ae de la desviación de esta variable con respecto a su esperanza 
matemátic 


D (X) = MIX — M (OP. 
do la dispersión de 


La varianza de una magnitud aleatoria es una me 
sus valores alrededor de su esperanza matemática. 

Si introducimos la designación M (X) = m, las fórmulas para calcular la 
varianza de la variable aleatoria discreta X se escribirán en la forma 


DQ)- X рат), 
are È 
a= риби т) (рата n= eo), 

Я 


mientras que para ора variable aleatoria continua X la fórmula tendrá el aspecto 
- 
рое | mr (az. à 


Para la varianza de una variable aleatoria es válida la fórmula 


D(X)=1M (X—9)] IM (0d? w 


D(X)=[M (s—9)!] —(m—a)*, 


un número arbitrario. Esta fórmula se utiliza frecuentemonto para 
calcular la varianza de una magnitud aleatoria, ya que generalmente ез más. 
fácil determinarla por ella que por (2) y (3). 5 

So Ilama desviación típica (estándar) de una variable aleatoria a la magni- 
tud o, = V D Q0. 


828. Se da la función 


0, s т<0; 
fo | (1/2)senz, si 0&гєл; 
0. si za 
Mostrar que f (z) puede servir de densidad de probabilidad de cierta 


variable aleate X. Hallar la espranza matemática y la varianza 
de la variable aleatoria X. 
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Resolución, Tenemos 
pe я 2 
i fds | 1am \ sen ede —- cos {= 


Además, 0. Por consiguiente, f (z) puede servir de densidad de i- 
fire LE ds евна. ndo es el o do AO. 


ka 


del arco correspondiente dola curva y = 38), la 

Шш de бо la variablo aleatoria EAS „Ж o) 5 - 
lllemos la varianza. Para esto өп Hacemos a == - 

апада queda AE e Binoni qué determina N (X) tios 


+e я 


aae Tout енна 
— Ecosse sen s 20s s] fn (4—4). 


Por eso 
2 on 


ро 00-6) 7-2 


узот 


829. La variable aleatoria X se caracteriza por la serie de distribu- 
ción: 


E 


p» 


Determinar la esperanza matemática y la varianza. 
Resolución. Por la fórmula (1) encontramos la esperanza matemática: 


M (ху = 0-0,2 + 1-0,4 + 2-0,3 + 3-0,08 + 40,02 = 1,32. 


Vamos а determinar Ja varianza con ayuda de la fórmula (4), tomando а = 2; 
de ello M (X) — а = 1,32 — Construimos la tabla: 


ae 


ч ° | 1 2 3 | 4 
а-а а | =} o 1 | 2 
(u—2* 4 | 1 0 1 | 4 
и 0.2 | 0,4 0,3 0,08 | 0,02 
пб" 0,8 | 0.4 o 0,08 | 0,08 
Ahora hallamos 
м Гав (eı—e)= 1,36 
D (X) = 1,36 — (— 0,68)2 = 1,36 — 0,4834 = 0,8086; 
с. = V 0.8966 =0,95. 


830. Una urna contiene 6 bolillas blancas y 4 negras. De ella se 
extrae, una bolilla que Juego se repone en la urna y las bolillas se 
mezclan. Esta operación se repite cinco voces. Tomando por variable 
aleatoria X el número de bollilas blancas extraídas, es necesario 
determinar la ley de distribución de esta magnitud, su esperanza 
matemática y su varianza. 

831. Se la da función 


0 si 2<0; 
fia be si 0<7<2 
0, s c2. 
Para qué valor de А la función f (z) puede ser tomada por densidad 
de probabilidad de una magnitud aleatoria X? Determinar este va- 


lorde À, hallar la esperanza matemática y la desviación típica de la 
variable aleatoria respectiva X. 


$ 7. Moda y mediana 


Зе llama moda de una variable aleatoria discreta X a su valor más probable. 
So llama moda de una variable aleatoria continua X a su valor con densidad 


do distribución máxima. Designamos la moda con el símbolo M. 

So denomina mediana de una variable aleatoria continue X a su valor ptal, 
para ol cual es igualmente probable que la variable aleatoria resulte menor 
9 mayor que р, 0 sea, 


P (X < p) = P (X > p) = 0,5. 
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En lo que concierne a la geométrica, la moda es la abscisa de 


aquel tê de la curva (polí СЫТА con ordenada máxima. La 
RS к = p divide por la mitad el área aco- 
i 
0 Ж - 


Fig. 39 
tada por la curva de distribución. Si la recta z = a es el ejo de simetría de la 
curva de distribución y  / (z), entonces М = p = M (X) = a (fig. 39). 
832. So da la densidad de probabilidad de la variable aleatoria 
continua f (z) = пез = (a > 0). Hallar la moda de esta variable. 


Resolución. Hallamos el máximo de la Бай y = 1 (x). Para esto oncon- 
tramos las derivades de primer y segundo orden: 
Y (2) =2a (1—3) er, fe ار‎ 
Do la ecuación Y (z) = 0 obtenemos + = 1; Como f^ (1) = — 2ae < O, 


gutonces en э = 1 а función / (5) presenta ol máxim sea, M = 4. No hemos 
Жаа las valore de de солаш e, puero que sl mésimo de la función 
16) = aeina no depende del valor mumérico de 


833. Se da la densidad de probabilidad de la variable aleatoria X: 


0. si z<0; 
-{ 2—24. s 0<:<2; 
0. s => 2. 
Hallar la mediana do esta variable aleatoria. 
Resolución. Wallamos la mediana p partiendo dela condición Р (X < p) = 


мк<ю= | (n) a= e. 
1 


Así, pues, llegamos а la ecuación y*/2 = u*/16 = 0,5, o bien pt — 8р + 8 = 
== 0, de donde y = + V 4 + Y 8. Entro las cuatro raíces de esta ecuación es 
necesari: г la que está comprendida entre 0 y 2. Por lo tanto, p = 
=V4— VÊ 1,09. 

834. Se da la serio de distribución de la variable aleatoria: 


E O 


P | 0,24 | 0,36 | 0,20 | 0,45 | 0,03 | 0,02 


EL 


Hallar la moda. 
835. Se da la densidad de distribución de la variable aleatori. 


0, si 2<2; 
= | a(z-2)4—2) si 2<:<4 
0, зі 224. 
Determinar el valor de а, la moda y la mediana. 


$8 Distribución uniforme 
So dico aniforme a la distribución de tales variables alatoras on Jas culos 
valores están sol 


RS probabilidad sobr esto sette (ig. à). CE d 
0, si za; 
I=} h, si ez «b 
0, si >» 


Puesto que A (b — a) = 1, entonces А = 4/( — a) y, por consiguiente, 


0 ві з<а 
10) = 1/0—a), і ax zb 
0, эїз>ь 


836. Determinar la esperanza matemática de una variable aleato- 
con distribución uniforme. 


Resolución, Tenemos 


dd 
dem ops 


А А 
aras f «rae | o ge 
24 ACE) n ИЕ qui ak lo: qué Gib me а virtua de Ja Matris Và 


837. Calcular la dispersión y la desviación típica para una varia- 
ble aleatoria con distribución uniforme. 
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ейге, Utilizamos da fórmula D (X) = М OC) — [M GO]! teniendo 
gepa d aon AED E A: m ORS 
Por lo tanto, queda calcular М 


=[= 1 E. Piera 
ل = د‎ enn O .عو‎ 


De donde 
Dog Hike (etit ра 


Por consiguiente 
> 

2ү$' 
838, Todos los valores de una variable aleatoria distribuida 
"uniformemente están sobre el segmento [2, 8]. Hallar la probabilidad 
i toria tome un valor perteneciente al inter- 


s. VDO 


valo 13, 

839. Los tranvías de la línea urbana dada pasan con intervalo 
de 5 minutos. Un pasajero se acerca a la parada lel tranvía en un 
momento determinado. ;Cuál es la probabilidad de pasajero 

> antes que pase un minuto peer dela fafie del 
recedente y no más tarde que dos minutos antes que salga 
el tania siguiente? 


$ 9, Ley de distribazicr biromíal. Ley de Poisson 
Si la probabilidad de luzca un evento aleatorio en cada prueba 
e iguala раан com us sio, a probabilidad de que dutania n Pruebas 
vento se produzca m veces se determina por la fórmula de Bernoulli: 
Paen = Стреет (donde q = 1 — р). 
La ны ¡de езү == de ye hamir r aleatoria. qr puede tomar e va. 


кеф. sita por la fórmula , ве llama binomi 
йу ашина Ж ола variatia Манаа Т quo puede tomar cailis- 
quise valore enteros no negativos (D 3, 2, +. л), бий por la fórmula. 


Рет) єз, 
Ba YAY do Folmon es la e distribución de las probabilidades las vari 
bles aleatorias Mes. REA 
o pi T O ir por 
eventos consistentes en. 


mento n ponts, ndis ls e en que un punto legua 

и ош e d 
Si Neo co, n o y а = lim Ж, entonces ona variable lestoria X, 

igual al número de puntos que llegan a puras al sagmento prado de long. 


Td unitaria Bde tomar valores O, 
y dee tt s 


ET 


b) Si n es igual al número medio de llamadas de los abonados que llegan 
durante una hora a Je central telefónica dada, entonces el número de llamadas 
logan durante un minuto se distribuye aproximadamente por la ley de 
loisson. con ello а = 1/80. 
La esperanza matemática y la di sión de variables aleatorias distribui- 
demi la ley binomial y 1а ley de Porson se determinan por las fórmulas 
iguien! 
та gA ley binomial: M (X) = np; D (X) = mpg; 
Pora Ja ley de Poisson: M (X) = a D X] ou m 


840. Una central telefónica automática recibe, por término medio 
durante una hora 300 llamadas. ¿Cuál es la probabilidad de que ella 
durante un minuto dado reciba exactamente dos llamadas? 

аин. Duranta un руво la СТА recibo, por término modio, 300/00 = 


= 5 llamadas, o sea, a = 5, Se requiere ballar P,. Utilizando la fórmula do 
Poisson, ballamos 


nef ee aoo. 


841. En un libro de 1000 páginas hay 100 erratas. ¿Cuál os la 
probabilidad de que en una página aleatoriamente escogida haya 
по menos de cuatro erratas? 


Renluctón, La cantidad media de erratas para una página es 
= 0,1. En el caso dado conviene aplicar la fórmula de Poisson: 


Pan L зы, 


MC Pm es la a de зө, e, tengan m ST una ina. 

Tn = O; entonces P m те 

8 = 3, Р, ась н. e 2 Pe 

P, ei la probidad do o 938 ea una página resulte no más de tis erral erratas. 

sta suma ез igual a 1,1051 Entonces la probi ¡dad de que en una 
página escogida al azar haya cuatro erratas, como mínimo, es igual a 


= 100/1000 = 


11.105167 675, = 4—4,405167-0,904837 = 1—0,999996 = 0,000004. 


842, Entre las semillas de centeno hay 0,4% de semillas de hier- 
bas malas. ¿Cuál es la probabilidad de que al seleccionar al azar 
5000 semillas se descubran 5 semillas de hierbas malas? 

843. Determinar la espreranza matemática y la disporsión de la 
frecuencia de m/n llegadas de un evento aleatorio durante n pruebas, 
si la probabilidad de que el suceso se produzca durante una prueba 
es igual a p. 

844. Mostrar que la distribución binomial se convierte, pasando 
al límite, en distribución de Poisson si n оо, p— 0, pero np = a. 


Indtcación: valerse de la igualdad 
cn ri (0-4) 


сч” 0? 
y pasar al límite. 
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845. Una variable aleatoria X está subordinada a la ley de dis- 
tribución binomial Р(Х = т) = Cz p"g"-^. Determinar la es- 
peranza matemática de esta variable aleatoria. 


Resolución. Tenemos 


= J нори" J $ E 
= = 


M Qe У) потре 


o sea, М (Х) пр, 
846. Determinar la varianza de una variable aleatoria X subor- 
dinada a la ley de distribución binomial. 


Resolución. Hallemos previamente la esperanza matemática de la variablo 
aleatoria ХӮ 


ai b m. сртот 
ч - 


2 " 
=p PITE E (3 m=i cojen 
e wh 
O j 2, стт O), 


La primera de las sumas entro paréntesis es la esperanza matemática de 1» 
nalle, aleatoria X subordinada a la ley binomial P (X = m — 1) = 
= CR] Кл ез ырыл! рог жа э es ia » YE =. Фр (véase el problema 
рта sens oe 
Bieri ue a EN hb do моу [M (ху), 
D (X) = nip! — np! + np — тїрї = np (1 — p) = npo. 
847. Hallar la esperanza matemática de una variable aleatoria X 
subordinada a la ley de Poisson P (X = т) = 22 
Resolución. "Tenumos 


E 
м(ху= PI i n aes ye 
Pero A por consiguiente, M (X) a. 
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848, Hallar la dispersión de una variable aleatoria X subordi- 
nada a la ley de Poisson. 


Resolución. Primeramente encontramos 


O mem Sa meo 
мМ(хзу= ты "тт 


5 ame = ame 

= Dea Tnt PE 
= es Z gm 

E 

а primera suma es la esperanza matemática de la variable aleatoria X subor- 
RIE de Poisson у la segunda suma os igoal а е. Do aquí obtene- 
«mos M (X3) = 

Por lo E bwo- а + а — а = а. 

849. La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es и 
a 2/3. El tirador ha efectuado 15 disparos. La variable aleatoria 
el número de impactos. Hallar la esperanza matemática y la s 
de la variable aleatoria X. 


Resolución. Aquí conviene utilizar los valores de Ja esperansa matemática 
у de la varianza para la ley de distribución binomial: 


M (X) = пр = 15-23 = 10, D(X) = npg = 5.0848 = 101, 


$ 0. Distribución exponencial. F ción de Fabilicad 


Do ánalogo de la ley de Poisson para variables aleatorias sirve 
А rct e Po ES Dana de A os iod 
e la 


1) 0 > 


M7, si a >0, donde >0 irámot; tante. 
La función de distribución (unción integral) de la ley exponencial serí 


e 


Paje j ras] маг 
LA d 


Por consiguiente, 
o si ze 
re-[ 1-65, а 220. 


babilidad L 
Is probabilidad de que la variablo slostoria x tome los valores pertenecientes 
Pe eiuf F @ F (ау = e, 

о soa, 
Ра << еде os, 
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uméri exponencial de distribución es 
кеп obtener a de ación de las lomas 


м а ама, эше} 7902 MX 
hhh, ошу, 
o s, 


мхі cix) T. 


as pal itud Inversa del parámetro A es la esperanza 
aten улы deaviación Unica, 
ll por Ted de VE decia төене la бааа dal нь. 


ejemplo, de wn elemento cualquiera y por A, 
Ti densidad ao alas (odmere medio do fallas on la unidad do tiempo), Зотов 
se admite con Lar Aud que la duración del buen rpm Кум = 
to distribu 
monto es una variable aleatoria que e ye por la loy exponencial con la 
F(e-P(r«cn)se 4>0. 

La función de distribución determina la probabilidad do fallo do un elemento 
durante el tiempo 

Se Шаша junción de fiabilidad R (0) a la que determina la probabilidad del 
buen funcionamiento de un elemento durante un tiempo t: R (0) se e^. 


849a. ¿Para qué valor de k la función f (z) = ke-* (z> 0), 
1@ = @, si а <O, sorá la función de densidad de 1а ley oxpo- 
пепси 


Resolución. Es sabido que I 12) dem1. Entonces 


| ашаа 
De ello 
A 
o se. 


hh 
849b. La variable aleatoria X está distribuida según la loy expo- 
nencial f (z) = 220 y f(z) =0 para = «0. Hallar 
la probabilidad de que, como resultado de pruebas, X toma valores 

pertenecientes al intervalo (0,2; 0,5). 
Resolución. Utilizamos la fórmula 
P(acX-«p- 
P(0,2« X «0,5) 2e 


в Mg] [7s ome ga оз, a de nas дидори е د یا‎ en la tabla VII 
(pi 3 = , «а= ог consiguien! 
Р (03 < X < 0,5) = 0,4493 — 0.4353 = 0.314 ev 31%. 

849c. El tiempo de descomposición t дө un tren con ayuda de la 
albardilla es una variable aleatoria subordinada a la ley exponencial. 
Designemos por A = 5 la cantidad media de trenes que la albardilla 
puede descomponer en 1 hora. Determinar la probabilidad de que 
el tiempo de descomposición del tren sea: a) menor de 20 min, b) mayor 
de 6 mín y no menos de 24 min. 


Resolución. Partiendo de la таа de O de la ley exponencial 
FM = Р( 
ELI EE Жена INI Ki GARD niit de 

min = 


F(0,5)- P(T 0,5) iet mi ctm 40,082 
— 0,918 para Tm 0,2 hi 
sarg P} 1 probabilidad do que el tiempo do descomposición está entre y 24 min 


P(0,4 c T 0,4) merita ntm rete 
620,6065— 0,135322 0,4712. 

8494. La probabilidad de buen funcionamiento de un elemento 

so distribuye según la ley exponencial f () = 0,02 е-е (t > 0). 

Hallar la probabilidad de que el elemento funciona sin fallas 50 h 


Resolución. La probabilidad de que el elemento funcione bien durante 50 h 
se deforma por la función de fiabilidad R (0) = еМ, o sea, R (50) = e“, 


849e. La variable aleatoria continua X está distribuida рог la 
ley exponencial f (z) = 2,5 e-4% si 2>0 y f (2) = 0 si х <0. 
Hallar la esperanza matemática, la varianza y la desviación típica. 

8491. La variable aleatoria continua X está distribuida por la 
ley exponencial con función de densidad 


І 0 s 2<0: 
IDS) тез, si 2>0. 
la probabilidad de que, como resultado 
il intervalo (0,1! 


849g. Hallar la za matemática de la distribución exponen- 
cial definida por la ión de distribución 


Hall: 
tome los valores pertenecientes 


las pruebas, X 
б). 


0, si 2<0; 

| iesus, si z>0. 
849h. El tiempo de descomposión t de un tren con ayuda de la 
1. 


albardilla es una variable aleatoria subordinada a la ley exponen: 
Designemos por А =5 la cantidad media de trenes que la albar- 
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dilla puede descomponer durante una hora. Determinar la pro- 
habilidad de que el tiempo de descomposición del tren soa mayor 
le 0,3 h. 

8491. La duración del buen funcionamiento de un elemento 
tiene la distribución exponencial F(z)e1—e-99?*, 220. Hallar 
la probabilidad de que durante el tiempo ¿="4 h: 

a) el elemento fallo, b) el elemento no falle. 

849}. La probabilidad de buen funcionamiento de un televi- 
sor está distribuida por la ley exponencial /(£)==0,002 e-002 t, 
1220. Hallar la probabilidad de que el televisor funcione bien 
durante 1000 horas. 


5 11. Ley de distribución normal. Función de Laplace 
La ley de distribución normal se caracteriza por la densidad 


SÍ man, 
ыст: - 
No es difícil ver que la función / (z) satisface dos condiciones que debe reu- 
d 


nir la densidad de distribución: 1) f (z) > 0; 2) j 1@4 = 41. 


La curva y == / (z) tione la forma representada en la fig. 44. Ella es simé- 
иса con төрки la posta = © my la ordonado máxima dé la curva (para = 


Fig. 41 


= m) es igual a 1/(0Y 3) y el eje de abscisas sirve de asintota de esta curva. 


Puesto quo. Js (z) de = m, ol parámotzo т es la esperanza matomática de la 


variable aleatoria X. Por otro lado, j (c — m} / (2) de = 0%, de donde 


D ej cs оў, o st а qoa desviación tipica de la variablo X. 


Introduzcamos ja 
2 fe 
9 ()- а. 
a |. 


ы 
E 


Ja función Ф (s) se Ilama función de Laplace о integrat, de probabilidade. 
Esta función se denomina también función de errores y se designa por erf z. A veces 


se ice UD otras formas de la función de Laplace, por ejemplo, Ф (s) = 


ya") ¢” "Pat (función normada de Laplace) que está enlazada con la fun- 
i 
ción de errores © (9) = 5 Jere por la relación Ф (2) = 0,5 Ф (//), 
i 


о bien Ф (гү) = 0,5 Ф (2). 
Para calcular los valores de la función de Laplace se utiliza una tabla 
especial (vénse lo tabla П en la pág. 
de que una variable aleatoria X subordinada a Ja loy nor- 
Hc Cel soprano Je, M se determina por los valores de la función 


o, valiéndose de la 
P(<x<uy=05[0 (Fo (гу). 
Señalemos las propiedades siguientes do la función de Laplaco. 
о 


12, Ф (0) 2-0, ya que | e7 Pate 0; 
П 


29. Ф (оо) =н, pue 


que O (+) чу m ا‎ 


За. Ф (а) es una función impar. 
Es válida también la fórmula 


P(|X—m|<e=0 


а variable 
simótrico 


de osta fórmula hallar la probabilidad dı 
E ete 
respecto al punto m. 
850. Una variable aleatoria X está distribuida py) la ley nor- 
mal con esperanza matemática т = 40 y varianza D = alcu- 
lar la probabilidad de que la variable aleatoria 20 un valor 
perteneciente al intervalo 130, 801. 

Resolución, A r$ M йа, em y BU AVR valíén- 
dose de la tabla ТЇ en la pág 440, hal 


P (80< x <80)=0,5 [® (ry 
= 0,5 |© (2) + Ф (0,5)] =0, 5 [0,985-+0,521] =0,758. 


851. Se considera que la desviación de la longitud de las piezas 
fabricadas respecto al estándar es una variable aleatoria distribuida 
por la ley normal. Sila longitud estándar es igual a т = 40 cm y la 
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desviación típica es igual a c = 0,4 cm, entonces ¿que precisión 
de Ja longitud del artículo se puedo garantizar con una probabili- 
ай de 0j 


Resolución, Se exige hallar un número positivo e tal quo}? (| X — 40 | < 
< e) = 0,8. Puesto que x Е i 
Ф 5 
( 0,4y2 ) 


P(1X—40|«s)- 
el problema so reduce a la solución de la desigualdad Ф (1,77 2) > 0,8. Con 
ayuda de la tabla 1 d emos que 1,77 e > 0,81. Queda por bailar el valor 
mínimo de e que satisfaga esta desigualdad, de donde e = 0,52. 


852. El tiro se ejecuta desde el punto O a lo largo de la recta Oz. 
El alcance medio de vuelo del proyectil es igual a m. Suponiendo 
que el alcance de vuelo X está distribuido por la ley normal, con 
disviación típica о = 80 m, hallar qué porcentaje de proyectiles 
disparados ofrecerá un tiro largo de 120 a 160 m. 

853. Una variable aleatoria X está subordinada a la ley normal, 
con esperanza matemática m y desviación típica c. Calcular con una 
precisión de 0,01 las probabilidades de que X tome valores pertene- 
sientan e los intervalos |n, m + ої, Im + o, m + 2ol, Im + 20, 
m + Sol. 

854. Mostrar que la probabilidad de que una variable aleatoria X. 
con la esperanza matemática m y desviación típica g, subordinada 
а la ley normal, tome un valor perteneciente al intervalo la, 01 que 
p исне si cada uno de los números a, b, т y € aumenta A voces 

>0. 

854a. La masa de un vagón es una variable aleatoria distribuida 
según la ley exponencial con esperanza matemática de 65 t y desvia- 
ción típica o = 9 t. Hallar la probabilidad de que el tren de turno 
tenga una masa que no exceda de 70 t, pero no sea menos de 60 t. 

854Ь. Una variable aleator 
normal con esperanz: ica a = 6 y desviación típica 
= 1. ¿Cuál ез la probabilidad de que, como resultado de pruebas, 
X tome un valor perteneciente al intervalo [4, 7}. 

854c. El taller fabrica varillas cuya longitud 1 es una va 
aleatoria distribuida según la ley normal con esperanza matemática 
y desviación típica iguales a 25 y 0,1 cm, respectivamente. Hallar 
la probabilidad de que la desviación de la longitud de la varilla 
en uno u otro sentido a partir de la esperanza matemática no rebase 
los 0,25 cm. 

854d. Al pesar un cuerpo se ha obtenido un peso medio a = 
= 12,3 N; la desviación típica del peso distribuido según la ley 
normal c = 0,03 N. ¿Qué desviación del peso del cuerpo a partir 
del peso medio se puede garantizar con una probabilidad de 90%? 

854e. El tren se compone de 100 vagones. Lo masa de cada vagón 
es una variable aleatoria distribuida según la ley normal con esperan- 
za matemática а = 65 t y desviación típica a = 0.9 t. La locomoto- 
ra puede tirar un tren cuya masa sea de 6600 t, como máximo, en 


=0(1,M8), 


7 
X está distribuida según la ley 


le 
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Otro caso es necesario enganchar una segunda locomotora. Hallar la 
probabilidad de que no haga falta enganchar la segunda locomotora. 

8541. El diámetro de una pieza que se fabrica en un torno өз 
una variablo aleatoria distribuida según la ley normal con esperanza 
matemática a = 25 cm y desviación típica o = 0,4 cm. Hallar la 
probabilidad de que dos piezas tomadas al azar tengan una desvia- 
ción, en valor absoluto, con respecto a la esperanza matemática, que 
no exceda de 046 cm. 


Resolución. Es sabido que la probabilidad de que una pieza, tomada al 
azar, tenga la desviación ô en uno u otro sentido con respecto a la esperanza 
matemática, es igual a 


Ра—&<Х<а+®=Р(1х—в1<®=2& (4). 


De aquí 


P(I1X—251 «0,10 28 ( 0,155422 0,3108. 


Entonces para dos piezas tomadas al azar la probabilidad buscada sorá 
0,3108% a» 0,096. 


854g. La variable aleatoria X está subordinada a la ley normal 
con esperanza matemática a = 4,6 y desviación típica о = 1. 
Calcular la probabilidad de que en cuatro pruebas la variable aleato- 
па опа, al menos una vez, un valor perteneciente al interva- 
о (1, 2]. 


Resolución. La probabilidad de quo la variable aleatoria X tomo un valor 
perteneciente al intervalo (1, 2] la calculamos por la fórmula 


PüeX«n-mi-h5 og IS 


=0,15544-0,2257 — 0,3844. 


39 (0,4) 3-0 (0,6) 


Entonces la probabilidad de que la variable aleatoria no caiga en el interva- 
do (4, 21 en una prueba, es igual a 120,911 = 0.0180, y en cuatro pruebas suf 
Ost: = 0,41467. Por lo tanto, la [probabilidad buscada será 1—0,1467 = 


85h. El diámetro de una pieza fabricada es una variable aleato- 
ria subordinada a la ley normal con esperanza matemática de 5 cm 
y desviación típica de 0,9 cm. Hallar: a) la probabilidad de que una 
Pieza tomada al azar tenga un diámetro dentro de los límites de 4 
a 7 cm, b) la probabilidad de que ol tamaño del diámetro de una 
pieza tomada al azar se distingue de la esperanza matemática on no 
más de 2 cm; ¿en qué límites conviene esperar el tamaño del diáme- 
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tro de la pieza para que la probabilidad de que el tamaño indicado 
no salga fuera de estos límites sea igual a 0,95. 


Нюша. з) Рё<а<т=® (05) (Ê) =3 0,04 
+0 (1,11)=0,4867-+-0,9884=0,8531; b) P 4—и<®=9®() 
0,9734; e) P а—ы1< ®=2® (425) =о,в, © (45)=0,475. 

Por la tabla de valores de la función normada de Laplace tenemos 

=з. seis. 


8541, La variable aleatoria X está subordinada a la ley normal 
con esperanza matemática igual a 2,2 y desviación típica igual a 0,5. 
¿Quál es la probabilidad de que en la primera prueba la variablo 
aleatoria tome un valor perteneciente al intervalo [3, 4] y en la 
segunda prueba, un valor perteneciente al intervalo [1, 2]? 


intervalo [55, 60] y en 
un valor perteneciente al intervalo (70, 75]? 

854k. L ble aleatoria X está distribuida normalmente con 
esperanza matemá 10. ¿Cuál debe ser la desviación típica o 
do la variable aleatoria para que con una probabilidad igual a 0,8 


la desviación, en valor absoluto, a partir de la esperanza matemática 
по exceda de 0,2. 


segunda pru 


$ 1 Momentos, asime ri? v exceso 
dy una renable aiearoria 


Se llama momento inicia] do s-6simo orden de una variablo alontoria discre- 
ta X definida por la serie de distribución: 


a 1а suma de la serio 
TN 
Para une variable aleatoria contínua X con densidad de distribución 
18) se denomina momento inicial de séeimo orden a la integral = 
m | 24 (z) dz, 


“о es dificil ver que el momento inicial de primer orden de una 


variable aleatoria X es igual a la esperanza matemática de esta magnitud 
aleatoria: a, =M (X). 


15—1220 25 


y ag loma momento centra de sácimo orden de una variablo aloatoria 

a la suma de la serie psum (z, — ma)*- Pi Hg ma) Pe- o -y F(z m X 

Xs donde my es in espéramsa matematica de la variable altatoria X. 

Para una variable aleatoria continua se llama momento central de 
> 


ssim orden a la integral p= | (5 mayt (z) dz. 


Рага una variable aleatoria cualquiera el momento central de primer orden 
es igual а cero, о sea, j = 0. 
El momento central de segundo orden de una variable aleatoria cualquiera 
ез igual а la dispersión de la variable aleatoria, o sea, p, = D (X). 
Los momentos centrales e iniciales de primero, segundo, tercero y cuarto 
ordon están vinculados por las relaciones: 


=0, саа 
к= ay За + 2af, dem. — Vegas + ajag — Baf. 
Si la distribución es simétrica respecto a la esperanza matemática, entonces 


todos los momentos centrales de orden impar son iguales a cero, о sea, py = 
0, 


ш м 


5,40, 


Fig. 42 Fir. 43 


La relación entre ol momento central do tercer orden y el cubo do la desvia- 
ción típica se llama asimetría: Sa = palo 


La curva de distribución ha recibido el nombre de histoga 

Si la distribución es simótrica con respecto a la esperanza matemática, 
entonces Sa = 0 

En las lige. 42 

Se llama ezeeso 


curva de Gauss) poseen un exceso positivo: para las curvas de crestas más plana 
perro 


855. Se da la serie de distribución de la variable aleatoria X: 


«а р 


Pi 04 | 0,4 | °з | 0,2 | 0, 
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Hallar los momentos iniciales y centrales de los primeros cuatro órde- 
mes de esta magnitud aleatoria, determinar también la asimetría 
y el exceso. 
Resolución, El momento inicial de primer orden 
ay = 1-0,1 + 3-0,4 + 5-0.2 + 7.02 + 9-0,1 = 4,5. 
tl) 


Fig. 44 


El momento inicial de primer orden es la esperanza matemática, por eso 
M (X) = 4,8. 


Hallamos el momento micia] de segundo orden: 
aa = 1-04 + 9-0,4 + 25-0,2 + 49-0,2 + 81-01 = 20,6. 
El momento inicial de tercer orden es 
аз = 4-0,1 + 27-04 + 125-0,2 + 343-0,2 + 720.01 = 1774. 
El momento inicial de cuarto orden 
= 1-0,1 + 810,4 + 625-0,2 + 2401.0,2 + 6561-01 = 1203.8. 


Determinamos ahora los momentos centrales. Es sabido quo p = 0. El 
momento central de segundo orden se encuentra por la fórmula 


pa = а — af = 26,6—4,6? = 20,6—21,16 = 5,44. 
Esto momento central es la dispersión de la variable aleatoria, o sea, D (X) = 
mu ¡quí es fáci) determinar la desviación típica; 
=D) =V5%=2,30. 
El momento central de tercer orden se hallará por Ja fórmula 
Hs = аз — Sota + 2af = 177,4 —3-4,8-20,0 + 2-4,0 = 
= 177,4 — 367,08 + 194,072 = 4,992. 
Ahora no es difícil determinar la asimetría: 


Para el momento central de cuarto orden utilizamos la fórmula 
Pa = a — daa, + бойо, — af = 1209,8—4-4,0-177,4 + 6-4,61-20,6— 
—3-4,6* = 1293,8 — 3264,46 + 3377,136 — 1343,227 = 64,55. 
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Ahora se puede encontrar el exceso: 


ааа 
856. So da la función 
о, si 2<0; 
si 0<2<4 
в@—з, si isa 
о si 
(fig. 45). ¿Para qué valor de a la función ¡Gu —— 


t= 


Pig. 45 


bución de la variablo aleatoria X? Determinar los momentos iniciales 
y centrales de primeros cuatro órdenes, la asimetría y el exceso 
Resolución. Para hallar a tenemos la ecuación 
л z 
E 
à i 
de donde 
A pRepen ж ed. 
Hallamos los momentos iniciales; 


i 
a+) а еа (0) 
1 


n 
3 3 
„= ze Ferrara 


NE 


‚ут Hr DE E 


a j РУТЕ 5 + Plata 


El Us 
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n 2 
a+ рева = 


2_3 1 381 2 
=i H- ті 
Hallamos los momentos centrales; 
.-0 
وم‎ = аз ар ficte 04 
рә = аз — Sg + 2a] = 4,3 — 844 + 2= 0 
(en efecto, la curva tiene un eje de simetría vertical); 
Wee nts у, 
De aquí obtenemos: 
D(X)— ia 0.1. (varianza); 
dx= V DX) V 0,1 0,816 (desviación típica). 


t 5у рио =0. 


Encontramos la asimetri 


Hallamos el exceso: Ex 


Hallar los momentos iniciales y centrales de los primeros cuatro 
órdenes do esta variable aleatoria, determinar tambión la asimetría 
y el exceso. 

858. La densidad de distribución de Ja variable aleatoria X está 
definida del modo siguiente: 


9, si 2<0; 


2 зі 0<2<1; 
2—z si 1<:<2; 
0 ві 2>2 
Hallar los momentos iniciales y centrales де los primeros cuatro 
órdenes, la asi а y el exceso. 
859. Una variable aleatoria X está subordinada a la ley con den- 
sidad de distribución f (z) = Ae-*. Determinar el valor de A y el 
exceso de la variable aleatoria X. 


= 


$ 13. Ley de los grandes números 


1. Teorema de Chébishev. Se dice que una variable aleatoria X converge 
en probabilidad hacia а si para un n suficientemente grando se cumple la desi- 
gualdad 

Р(Х,—а1<9>1-6, 


donde e es un número positivo pequeño arbitrario y el valor де $ depende de la 
elección de e y л. Ateniéndose а los términos usados en la definición dada, el 
teorema de Chébishey puede ser enunciado del modo siguiente: para un número 
suficientemente grande de pruebas independientes la media aritmética de valo- 
тез observados de una variable aleatoria converge en probabilidad hacia su 
esperanza matemática, o sea, 


(| (e/a | <e)> 1-8. 


En esta desigualdad se puede tomar 0 < 6 <A , donde Р(Х) esla 
rianza de la variable aleatoria X. 
El teorema de Chébiaev es una de aquellas leyes de los grandes números que 
fire de base para todas les aplicaciones prácticas de La toria d las probable 
ades. 


2. Teorema de Bernoulli, El teorema de Ja. Bernoulli os otra ley, más 
simple, de los grandes números (que ba sido descubierta antes que las demás). 

El teorema de Bernoulli enuncia que para un aumento ilimitado del námero 
de pruebas la frecuencia de un suceso aleatorio converge en probabilidad hacia la 
probabilidad del evento, o sea, 


(| Ж—>|<‹)>+—% 


(además so puedo tomar que 0 < 0 < 20), si la probabilidad dol evento no 
cambia de una prueba a otra y es igual a p (g = 1 — p). 


860. Una moneda se arroja 1000 veces, Evaluar superiormente la 
babilidad de que la frecuencia de aparición de la cara se desvío de 
wiprobabilidad de su aparición menos que en 0, 


Resolución, Aquí п = 1000, р = q = 1/2, e= 01. Utilizando la desl- 
gualdad (1), obtenemos] 


P (Is- 1504) rii 7 


Como la desigualdad [58-3] < 041 es equivalente а la desigualdad doble 
600, so puede decir que l ¡dad de que el número de sali- 
AS dole cafe s encon en i torvo О, 600 ee ds de Uo 40 
861. En une urna hay 1000 bolillas blancas y 2000 negras. Se han 
sacado (con reposición) 3000 Ьо! аз. Estimar superiormente la 
probabilidad de que el número m de bolillas blancas extraídas satis- 
faga la desigualdad doble 80 < m < 120. 
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Resoluctón, La desigualdad doble dada se puede escribir en la forma 


dac 4. A 
—20< m—100 <20, o bien. <p <p> 


De suerte que se requiere evaluar la probabilidad de la desigualdad 
lie por consiguiente, 


E 
*(l&- 1-3 die 


862. Supongamos que como resultado de 100 pruebas independ: 
tes han sido determinados los valores de la variable aleatoria 
жу, тү, + Ziso, Sea la esperanza matemática M (X) = 10 y la 
varianza D (X) = 1. Estimar superiormente la probabilidad de que 


el valor absoluto de la diferencia entre la media aritmética de los 
100 


valores observados de la variable aleatoria (212,)/100 y Іа esporan- 
21 
за matemática sea menor que 1/2. я 


Resolución. Valgámonos de la desigualdad 
(13 ч)/к—м‹ю|<.)>1— 
a 
Haciendo п = 100, M (X) = 10, D (X) = 1, e « 1/2, obtenomos 


m : 
(| (Zs][m-v| - 3)»: m. 
Por lo tanto, la probabilidad buscada es mayor que 0,96. 


863, En cada una de dos urnas hay 10 bolillas, numeradas del 
1 al 10. La prueba consiste en sacar de cada urna una bolilla con 
ción. La variable aleatoria X es la suma de los números 
llevan las bolillas extraídas de dos urnas. Han sido realizadas 
100 pruebas. Evaluar superiormente la probabilidad de que la suma 


Y) z, tome un valor perteneciente al intervalo 1800, 14001. 


Ка 


[^1] 


Resolución. Detertainamos la ley de distribución de la variable aleatoria X. 
Esta magnitu bolillas ex- 
traídas 


la primera bolilla está marcada con el número f; la segunda, con k; 
la primera bolilla está marcada con el número 2; la segunda, con k — 


Ла primera bolilla está marcada con el número k, la segunda con 1. 


Como la probabilidad de cada una de estas combinaciones es igual a (1/40) X 
X (1/10) = 1/100, entonces la probabilidad p, de que en cada par de bolillas 
se obtenga la suma de los números igual a =+ 1 (si k< 10) es de 4/100. De 
suerte que p, = h/100 (si k< 10). 

Si k > 10, la suma de los números que llevan dos bolillas extroidas puede 
ser ual а k + 4 en los casos equiposibles siguientes (cuya cantidad es igual 
а 20— k): 

la primera bolilla está marcads con el número k—9; la segunda, con el 1! 
1а primera bolilla está marcada con el número &—8; la segunda, con el 


la primera bolilla está marcada con el número 10; la segunda, con el k—9. 
Puesto que la probabilidad de cada una de ostas combinaciones es, como antes, 


igual a 1/100, entor k> 10 tenemos pa = (20 — k)/100. 
para determinar M (X) y D (X) conteccionamos la tabl: 


nl » | TS 
1 2 s 0,81 
2| 3 н m 
3j 4 49 гат 
j s E] 1:44 
5| s 25 125 
8| 7 16 0:06 
1| s $ 0,83 
8j 0 4 0.22 
3| n 1 0,00 
оон 0 o о 
uj 12 1 1 0.09 
а |а 2 4 0,32 
Bu 3 s 0008 
“j 5ا‎ H 16 0.96 
45 | og 5 25 1:45 
6] 17 5 з Ж 
m| m 1 49 1:47 
18 | 10 3 64 1:28 
9 | 20 9 8t [Xr 
x 1,00 | 11.0 - - 16,50 
De este modo, 
" 
M (х) Ў pia mH, Р(Х) = 16,5. 
A 
Es evidente que 


(вою Уа < 1400) > (— 300 < bl 2-1400 < 300) => 


> 100 
-%<@ 2)/19—1«5 |) a) oot |<з. 


2%? 


Así, pues, s=3, Por consiguiente, 
100 
*(|(2 = )/[ю—н|<з)>— eom 
^ 


864, Un dado de seis caras se lanza 40 000 veces. Estimar Іа 
probabilidad de que la frecuencia de salida de seis puntos se desvíe 
de la probabilidad de salida del mismo número de puntos menos 
que en 0,01. 

865. La urna contiene 100 bolillas blancas у 100 negras. Se han 
sacado con reposición 50 bolillas. Evaluar superiormente la proba- 
bilidad do que la cantidad de bolillas blancas entre el número de las 
sacadas satisfaga la desigualdad doble 15 < т < 35, 

866. Como resultado de 200 pruebas independientes han sido: 
hallados los valores de la variable aleatoria т, 2; тоо, además: 
М (X) = D (X) =2. Estimar superiormente la probabilidad de 
que el valor absoluto de la diferencia entre la media aritmética de 


2 

valores de la variable aleatoria (3,z)/200 y la 
e 

tica sea menor que 1/5. 


ranza matemá- 


$ 14, Teorema de Moivre-Laplace 


Si so realizan n pruebas, en cada una de las cuales la probabilidad de que 
so produzca cl evento A os igual a p, entonces la frecuencia m/n de produccio- 
nes del evonto es una variable aleatoria distribui la ley binomial; la 


esperanza matemática y la varianza de esta variable son iguales a р y V рїп, 
nr 


respectivamente, Lo variable aleatoria v, === con esperanza matemá- 


a igual a 1). En virtud. 
bilidades de las desigual- 
número de salidas) del even- 
ida de la integral de- 

[^ sproxima- 


los siguientes: 


LIES SET в) (< e). 


e liae al. 


867. ¿Cuál es la probabilidad de que durante n pruebas el even- 
to A se produzca de c a B veces? La probabilidad de producirse el 
evento A es igual a p. 
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Resolución, Es evidente que 


(«4E <1) em пә Ha VIR e <np HEVIR). 


Tomamos прфа уара. ap+b Уяр. De aquí, а= (2. 
aV a. AP? b= (B—np)/V npg. Aplicando el teorema de Moivre-Laplac 


Pe <x <p = I [o (2 vo (E). 


868. La probabilidad del evento A para cada prueba es igual a 0,7. 
¿Cuántas veces es suficiente repetir la prueba para que соп una pro- 
habilidad de 0.9 se pueda esperar que la frecuencia de producción 
del evento A se desviará de la probabilidad no más que en 0,05? 


Resolución. De la condición dada resulta que |2 ол ls 0,05. Por lo 
tanto, 0.85 n < X < 0,75 n. En la fórmula obtenida durante la resolución del 
problema 867 pongamos a = 0,65 п, f = 0,75 n. Entonces 


P (0.65 n < X 050) 
15n—0,7n 85 n—0, In 
"le liae)" (o (Ê): 


спасі Ф (/ 21/20) = 0,9, utilizando la tabla II en la pág. 449, 
ылын V TRl = 1,47, о sea, л = 273, 


869. ¿Cuál es la probabilidad de que efectuados 100 lanzamien- 
tos de la moneda la cara salga de 40 a 60 voces? 


iprovechar el pl: » resolución del problema 867 para 
ТЕ. A^ 2 60, 100, pq 102, 

870. En la urna hay 80 bolillas blancas y 20 negras. ¿Cuántas 
bolillas es necesario sacar (con devolución) dí 
una probabilidad de 0,95 se pueda esperar qu 
de una bolil 

„1 


frecuencia 
blanca se desviará de la probabilidad menos que 


$ 15. Sistemas de variables aleatorias 


Gon trecueacia el resultado douna prueba no se descri 
blo aleatoria X sino por varias E En esto caso so 


magnitudes: Xy, Xy, - 
se ecir que ls variables aleaticias ааа оаа Жышаан (Ka 


> Xah 
El sistema constituido dos variables aleatorias (X, У) se puede repre- 
ds ты (лөр 


evento consistente en que el as (X: Y) toma un valor perte- 
meciente al campo D suele designare en la lorma (Күүс. O 
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La ley de distribución de un sistema de dos variables aleatorias discrotas. 
puedo estar definida con ayuda de la tabla 


E 
اا‎ 


т 
n 


> |» 


< ny ри es la probabilidad del 
soc de 144 desigualdades X = 2 


ma 
Y = yy. Con ello È pij = 1. La tabla puedo contener un conjunto infi- 
nito do filas y columnas . 

La ley do distribución de un sistema de variables aleatorias continuas (X, 


vanos a dofinirta con ayuda de la foncion de densidad de probabilidad / (e, у. 


La probabilidad de que un punto aleatorio (X; Y) se encuentre on el cam- 
po D зе determina por la igualdad 


Рх; nc Dm | | (а, уау. 


La función do densidad de probabilidad poseo las propiedades siguientes: 
1. f 1 >0. 

avem 
m. { Û fe arami 


Si todos los puntos aleatorios (X; Y) portenecen a un campo finito D, enton- 
ces la última condición toma la forma 


MP 
t 


Las esperanzas matemáticas de las variables aleatorias discretas X e Y que 
forman parte del sistema se determinan por las fórmulas 


m,=M (X)= mp. my-M(Y)- 
«у P» пр. my =M (Y) РР 


y las esperanzas matemáticas de las variables aleatorias continuas, por las 
fórmulas 


dtm deta 
miM j E Dardy, ту= M (= | ID 


este 
arianzas de las variables aleatorias discretas X e Y se determinan por 
las fórmulas 


ро Y dinem DM У X py uym’. 


4 iim 


Las varianzas de Jas variables aleatorias continuas X e Y que forman porto 
dol sistema se ballan con ayuda de las fórmulas 


DO T Teese уйу, DO) T ki (ym x 


Xf (e атар. 


Las desviaciones típicas de variables aleatorias X ө Y so determinan por 
las fórmulas 


sy VD, у-ур). 
Para calcular Jos varianzas pueden aplicarse las fórmulas 
D (X) = M (X°) — [M (Ху, D (Y) = M (P — [M (У). 


Un papel importante en la teoría de sistemas do variables aleatorias perte- 
nece al llamado momento de correlación (covarianza) 


Cs = MUX— m) — туй]. 


Para variables aleatorias discretas el momento de correlación se encuentra 
por la fórmula 


си Y Y с-та) Gm — m) Pam 


у para variablës aleatorias continuas, por la fórmula. 
pm 
са | | e- 026-0916 агау. 
El momento de correlación se puede hallar también por la fórmula 
Cay = M (XY) — M (X) M (Y). 
Aqui 
M XY) У) Y) 2n%mPmn 
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para variables aleatorias discretas X e Y y 


toto 
M N= | | зис, mz ay 


para variables continuas. 

Las variables aleatorias X ө Y se llaman tndependientes si la probabilidad 
de tomar una de ellas un valor perteneciente a un intervalo cualquiera 
campo de sus valores no depende del hecho de qué valor haya tomado la segunda 
variable. En este caso 


M (XY) = M(X)-M (¥); Cay = 0. 


Para caracterizar el enlace existente entre las variables X e Y so examina 
el Hamado coeficiente de correlación 


"n 
аду 


que go una magnitud adineosional 
Si Jas variables alostorias X ө Y son indopoadiontos, entonces rey = 0. 
Sh si las variables aleatorias Xe Y estánonlazadas por una depên don. 
acta У = aX + Те, = sign. а, о soa, rz, = 1 cuando 
= — 1 cuando а 


<0. 
1 coeficiente de correlación satisface la condición —4 < 


871. Dos uM contienen seis bolillas cada una. En la primera 
cajita hay: 1 bolilla con No 1, dos con No 2, 3 con No 3 y en la segun- 
da cajita hay: 2 bolillas con No 1, 3 con No 2 y 1 con No 3. Suponga- 
mos que X es el número que lleva la bolilla sacada de la primera 
ue Y es el número quo lleva la extraida 

je cada cajit 


Resolución. 


El punto aleatorio (1; f)tiene la multiplicidad 1 X 2 = 
$^ » (2 з э » 4х3 
> › @ э э s dXi- 
> › ^o» >» 2X2=4 
no » > >» >» 2X328 
>» › rn >» >» 2Xi-2 
э» , › >» و‎ 3X2-285 
ro» H 2. э Sin 
>» » › > œ> 3xXi= 


En total hay 6 X 6 = 36 puntos aleatorios (el punto de multiplicidad п to- 
mamos por n puntos). 


Puesto quo la relación entre la multiplicidad de un punto y toda Ja canti 
de puntos es igual a la probabilidad de aparición de este punto, la tabla d 


ley de distribución del sistema de las variables aleatorias tiene la forma 
x 
1 2 3 
мы 
1 118 | D 1/36 
2 19 | 1/6 1118 
3 1/6 | 14 142 


sal suma de todas las probabilidades indicadas en la tabla es igual a la 
unidad. 


872. Hallar las esperanzas matemáticas de las variabls aleatorias 
X е Y según los datos del problema precedente. 


Resolución . Tenemos 


тр нна а te ++ 


El punto (7/3; 11/6) es el centro de dispersión para el sistema dado (X, Y” 
Como las variables aleatorias X e Y son independentes (véanse los datos 

dsl problema 871), las esperanzas matemáticas ты Y my so pueden calcular más 
lamente, utilizando las series de distribución: 


PE UCT 


I EBE "GESESE 


De aquí, encontramos 
moda, > mt. 
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873. Hallar las dispersiones de las variables aleatorias X e Y 
según los datos del problema 871. 


Resolución. Pasamos del sistema de variables (X, Y) al de variables centra- 


das foormalizadas) (Ñ, Y) donde X = X — m, = X — 1/3, Y = Y — m = 
— 416. Componemos la tabla 


PEE EXI | 116 D 
4/3 1/18 132 1/36 
-1/3 19 | 1/6 1/48. 
23 16 | 14 1л2 
Tonemos 


A 
30 


De aquí, oy e V 5/3, 0, — 
joumas que D (X) 7 D, me pueden determinar por las fórmulas D (X) = 
= M (X5) — [M (X), DO = M (Y) — {М (FP. 


874. Hallar e] coeficiente de correlación según los datos del pro- 
blema 874. 


Resolución, Utilicemos la tabla de distribución dol sistema (X, Y) do varia- 
bles aleatorias centradas. 
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Doterminemos la covarianza: 


Como С, = 0, también el coeficiente de correlación г, = 

Esta mismo resultado podríamos obtener sin determitar la covariancia Cy» 
En efecto, suponiendo Y = 1, obtenemos que el valor de X = 1 se repite 2 Y8- 
ces; el valor de X == 2, 4 veces y el valor 6 lo tanto, 


para Y = 1 obtenemos la serio do distribución de la va ia X: 


n 10 us 1/2 


Si Y = 2, entonces ol valor de X = 1 se repite 3 veces; el valor de X = 2, 
$ veces y ol valor de X = 3, 9 veces. Por consigulento, para Y = 2 se obtiene la 
serio do distribución de la variable aleatoria X: 


^ 1 2 3 


[Л 1/6 из 12 


Por último, si У = 3, entonces el valor de X = f so repite 1 vez; el valor 
de X = 2, 2 veces y ol valor de X = 3, 3 veces. La serio de distribución de la 
variablo aleatoria X para Y — 3 tiene la forma 


s я 2 2 


m 1/6 їз 1/2 


TAE AS 
eI MEC ры ТЫК 
ciente de correlación es igual a сего. 
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875. El sistema de variables aleatorias (X, Y) está subordinado 
a la ley de distribución con la densidad 
Bx di si yen; 
la 0= ( si z+ yt >r, 
Hallar el coeficiente a. 
Resolución. Dotorminamos el coeficiente а de la ecuación 


31 (и) dxdy=1, 


donde D e creo limitado por la lrcundoencia 284 gî 2. Pasando a les 
Coordonadas polares, obtenemos 
mg 
g! frea nem, ош, a. 
876. El sistema de variables aleatorias (X, Y) está subordinado 
a la loy de distribución con la densidad 
(z+) en el fominio D; 
16, »-|* O fuera de esto dominio. 
Bl dominio D es ol cuadrado limitado por Ies rectas z = 0, z = 3 
= 0, y = 3. Se exige: 1) doterminar el coeficiente a; 2) calcular la 
Probabilidad de que el punto aleatorio (X; Y) se encuentre en ol 
cuadrado Q limitado por las rectas z = 1, z = 2, y = 1, y = 2; 
3) hallar las esperanzas matemáticas m, y my; 4) Hallar las desviacio . 
mes típicas о, y oy. 


Revolución. 1) El cooliciente a se determina de la ecuación 
33 


Я! енедт 
өе donde Ы 


jen | ее (6+2) а 


Н анса em о-у. 


2 РИХ: nca-&| | (+0 dz dy 


imo 
161220 24 


3) Hallemos las esperanzas matemáticas m y ту ; tenemos 


c+ || {ъа iaei | [++ zr ds 


-®| (2+) =] + چ[‎ (rS). 


Por consiguiente, también my 7/4. 
4) Hallomos las desviaciones típicas Ox y ay? 


А 
orm | f eante nacer | [e 
Б i 
T 
SN | e alio ayas 
i 


-b-M am | (64) (Y е 


Э 
[ tua ex) e) enis 
De suerte que а = oy = V 1/4. 


877. El sistema de variables aleatorias (X, Y) está subordinado 
a la ley de distribución con la densidad 


eem en el dominio D; 
n n= fuera do este dominio. 


El dominio D está definido por las desigualdades 0< 2 1/2, 
0< y< 1/2. Hallar: 1) el coeficiente a; 2) las esperanzas matemáti- 
cas ma y my; З) las desviaciones típicas ox y су; 4) el coeficiente de 
correlación rsy 


Resolución. 1) El coeficiente a se determina de la ecuación 


an 
|| T жеше: 
às 


De donde 
E E 
BEP 
è П 
(een reos з) deme (sen eos ® a. 


Do suerte que a = 1/2, o sen / (s, y) = (1/2) sen (z + y) en el dominio D. 
m2 
2 mey ) l zsen (z4 y) dy ds 
Ld 2 an 
+ j zar | ra | emen аге 
DL i 


рее 


-+ || sen ens) dem (oem sen a) | — 
è 


lo 


ШЧ 
-+ \ (een s—cosz) dim f} (cos z + sal 
D 


EN 


De igual modo my = х4, 


9 ei- М Om — (MOP 


Р 
Eta 
i 


ар 
x dm st (sen sez) p- | # өп 2 cos) dr 


р т 
БЕСТЕ 
à 


ms phos 3 ox 
premens. ==? 


Por consiguiente, of = oj = 0,0, = (n! + Вл — 3216. 
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4) Determinamos Ja covarianza: 
ma 
Cy m MEO) M (4 M=- | 
s 


LE . 
—+ j zas | ventis — pm 
з 


РА 
| asin = 
1 


„ав 
sente p [7 — j coste dy] etn E= 


П 
| 

b di 

үт 


eos (2) tm (247) ete Jc € 


1 
sj- 
sä 
" 
= 


Hsc tsena) a n 


«QA CC 


E 
£ 
B 


A z) [е 


-+ | (sms cosz+cosz) dz — = 


E ps 
ВЕ AN к 
aia ваю 
ИИИ у 


De donde 
Сз 8л —16—л1 079088 __ 
E OA. 


878. Se da la tabla que determina la ley de distribución del sis- 
tema de dos variables aleatorias E Y) 


rw s Ж 
"ERE 
| 


20 


" "HEINE 


EN 


5. 


Hallar: 1) el coeficiente A; 2) las esperanzas matemáticas m, y my; 
3) las varianzas 02 y 03; 4) el coeficiente de correlación гуу. 

879. El sistema de variables aleatorias (X, Y) está subordinado 
a la ley de distribución con la densidad 


fts Si azy en el dominio D; 


fuera de este dominio. 
El dominio D es el triángulo limitado por las rectas z + y — 1 = 0, 
z == 0, y = 0. Hallar: 1) el coeficiente а; 2) las esperanzas matemáti- 
Gas m. у my; 3) las varianzas оз y oj; 4) el coeficiente de correla- 
ción r, 
880. El sistema de variables aleatorias está subordinado a la ley 
de distribución con la donsidad 


[^ ay, ві r+y<o(a>0); 

Ha = si orat. 

Hallar: 4) el costales а; ха las esperanzas matemáticas т, у ту; 
3) las varianzas o y oj; 4) el coeficiente de correlación Fxg. 


rm elació 


So da un sistoma de variables rem E 
tado de п prusbas se han obtenido п puntos 
ollos pueden haborios coincidentes) 
ción Jo esto sistema de variables ai алои 
ando en consideración la ley de 1‹ 
mto grande, en las fórmulas para dí 
аг los esporanzas дис M (Oy Y Ty ЧҮ) for lot НЕН 
itméticos de 1 les aleatorias correspondientes. Con ello tienen lugar 
Ts igualdades aproximadas siguientes: 


Mone E» s) Mma i= i. 


t grandes números, ide ГТ sufi- 


03, a) of = (È aei 
Car (j sn 


De aquí se puede hallar el coeficiente de correlación con ayuda de la fórmula 
„=. 
[277 
Si г, | VR — 1> 3, entonces el enlace (vinculación) entre las variables alea- 


torias X e Y es bastante probable. Si el enlace entre X e Y está determinado, 


entonces la aproximación lineal y, de z se da por la fórmula de la regresión 
nea! 


Weir @—®9. o bien jz—azcb. 


La aproximación lineal z, de y se de por la fórmula de la regresión lineal 
yd. 


ra EU. obia E 

Hay que tener oa cuenta que у = az +B y S, = ey + d son rectas 
diferentes (hg. 46). La primera recti oe obtiene como Козела de la solución 
del problema sobre la minimización de la suma de cuadrados de las desviaciones 


=cy+d 


y, cox+b 


Fig. 46 
y la segunda, al resolver el problema sobre la minimización de la 


г la vertici 
Burma de cuadrados de lag disviación por la horizontal. 
Para construir Jas ecuaciones de la regresión lineal es necesario: _ 
a 1) con ayuda de la tabla inicial de valores (X, Y) calcular F, у, Oz, ву, 
NIS 1а hipótesis acerca de la existencia del enlace (vínculo) 
entro X e Y; 
3) escribir las ecuaciones de ambas líneas de regresión y represontar los 
gráficos do estas ecuaciones. 


881. Se da la tabla: 


Й 1 Й ? 


0,62 | 0,68 | 0,0 | 0,73 


1.71 | 1,00 | 1,51 | 1,50 


Y |as | 133 | 1,31 


X | 0,75 | 0,82 ом | от 
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Determinar el coeficiente de correlación rx, y las ecuaciones delas 
líneas de regresión. 


Resolución. Componemos la tabla de cálculo: 


D x Y E r 

1 0.25 2,57 0,0825 6,6049 0,8425 
2 0:37 23 0,1309 53361 08541 
3 0,44 242 0,1938 КОҢ 0,928 
4 0,55 1:92 0,3025 3,6884 1,0580 
5 0,60 4,75 0,3800 3,0825 1,0500 
$ 0,62 и 0,3844 2.9241 4,0502 
7 0,68 1:60 0,4624 2,5600 1,0880 
в 0,70 ЕЯ 0,4900 2,2801 4,0570 
9 0,73 1,50 0,5309. 2,2500 4.0950 
10 1,44 0,5625 1,9881 1.0575 
4 1:33 0,8724 4,7689 1,0906 
12 0,84 4,31 7056 1,7161 151004 
18 0,87 1,25 0,7569 4,5625 4,0875 
14 0:88 1,20 0,7744 1,4400 4,0580 
45 0:90 1:19 0,8100 1,4161 1,0710 
16 0,95 4,15 0.9025 1,3225 4,0925 
17 4,00 1,00 1,0000 4,0000 1,0000 
45,4427 | 17,3917 


п 
Do 1а tabla obtenemos: 2 E 
“ 


п 
2,83, 9,1095, 
2 n У а 


“ 
и 


п 
2 MpmÁS ADT, Y) z= 17,9017. 
zi 


a 
Ahora hallamos 
E= 14,95/17 0,7029, y = 26,837 = 1,5782; 

02 = 9,1095/47 — (0,7029): = 0,0418, c, = 0,2042; 

ор = 45,4127/17 — (1,5782)? = 0,4806, о, = 0,4250; 

Cuy = 17,3047/17 — 0,7029-1,5782= — 0,0803; 

тар = (—0,0863)/(0,2042-0,4250) = — 0,09943. 

Daterminamos ol valor del producto! rzy | V n — 1; puesto que | rzy | X 

х VA м! = 0,9043-4 = 3,9772 > 3, la vinculación está suficientemente 
"il Las ecuaciones de las líneas de regresión son: 


з. 


СК 5-6-3, 


vez construídos los 
vemos que ambas Й 
linea corta sobre el 


882. Como resultado do 79 pruebas se obtuvo la sigui 
de correlación delas variables X = c/o ө Y: Por а se designa el 


0,8 


límite de fluencia del acero y por ов, el límite de rotura del mismo; 
Y es el porcentaje del carbono contenido en el acero, Los números 
enteros citados en la tabla son multiplicadades de los valores de 
puntos aleatorios respectivos. Así, por ejemplo, el punto para el 
cual т = 0,8, y — 0,6 tiene la multiplicidad 14, o sea, en 14 prue- 
bas al valor de z = 0,8 le ha correspondido el valor de y = 0, 
Se requiere determinar el coeficiente de correlación y las ecu: 
nes de las líneas de regresión. 
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Resolución. Encontramos 
3=05(0+8)+0.8(4+2+9)+0.1 gipisph OGLE dot ы 


= چ ,ہے‎ 
jS RHAH 30,6 papa (243)+0,8(84+940) _ 


i oen. 
Determinemos los valores medios aritméticos de las variables z*, y? y zy: 
p 
4 (0,9) RAHA H 0,9911 S99 0,506; 
Ди (OOP HOO CH ur D DE 
0,89 (894-0) 0,308; 
Za (0,5-0,0-24-0,5-0,8-84-0,6-0,6-4-40,6-0,7-24-0,0-0,8-0+- 
+0,7-0,5-24-0,7-0,6-12-40, 11.34-0,7.0,8-140,8-0,5-214- 
+0,8-0,6-144-0,1 0,511 SA 0,427, 


Jeterminamos las dispersiones y la covarianza; 
оф = 0,505 — (0,703) = 0,505 — 0,493 = 0,012; о, = 0,1%; 
оф = 0,898 — (0,622)* = 0,398 — 0,387 = 0,014; о, = 0,105; 
Сау = 0,427 — 0,703-0,822 = 0,427 — 0,437 = — 0,01. 


Jetermipamos el coeficiente de correlación: 


Calculamos el valor del producto |rzyl V n—1; tenemos 
1л V 910,807 Y 78—0,861-8,84— 7,60. 


123, la vinculación es bastante probable. 
s líneas de regresión son: 


p 


Pisis dur ыл. 
[HU IR RE 


о sen, 


9,105 


da —0,822=—0,867 + qq 


(2—0,703), У. = —0,828s-1- 1,204; 
10-2-0200, 


о sea, 


Жу—0,03= — 0,887 «ie W— 0,622), y == —0,808y + 1,208. 


883. Se da la tabla de correlación para las variables X e Y, don- 
de X es la duración de servicio de una rueda de vagón en años e Y 
es el valor medio del desgaste referente al espesor de la llanta de la 
rueda, en milímetros: 


Determinar el coeficiente de correlación y las ecuaciones de las líneas 
de regresión. 

884, So da la tabla de correlación para las variables X e Y, 
donde X es la flecha de curvatura del carril, en centímetros, e Y la 
cantidad de defectos del carril (en centímotros para un riel de 25 m): 
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7.0 2 
1,3 1 1 1 1 
so | 1 T 


9,0 2 1 4 


9,5 "mi 2 В 
10,0 & | & та 13 
IER 


3 
10,5 4 у | t: Т з 1 
11,0 3 3 2 в 
11,5 з 5 1 9 
12,0 5 3 6 4 4 
12,5 1 41 ] s.[ w 6 
13,0 1 | ара 


13,5 1 1 | П 6 
14,0 1 3 


14,5 2 1 
15,0 

45,5 ] d 1 

19,0 3 


Determinar el coeficiente de correlación y las ecuaciones de las 
líneas de regresión. 


$ 1? Daher iain de las corto o p 
¢3 iat vanables aleator s 22 os 
ез datos »»permenta'e« 


1. Poblaciones madre y muestral, Se llama población muestral (o muestra) 
a un conjunto de objetos homogéneos escogidos de un modo aleatorio. 

Se denomina población madre al conjunto de todos los objetos homogéneos 
entre los cuales se Пета а cabo el muestreo. 

Ha recibido el nombre de volumen de una población (muestral o madre) el 
número de objetos de esta población. 

La muestra зе dice re los si representa suficientemente bien las 
кшк recumela alaolata y т-н ha 

3 Y iva. Sug ов зла 

muestra cuyo volumen es n. Colocamos los resultados del muestreo on la tabla 


dondo B. $a, < . .. Èn son los valores do la variable alentoria X en las pruebas 4, 
2, 3, ..., m respectivamente. Algunos de los valores cítados de la variab) 
aleatoria X pueden ser Iguales entro sí. Uniendo los valores iguales de 1а vari 
ble aleatoria, obtendfomos la tabla 


donde n, os el número de apariciones del valor s; (t = 4, 2, . . ., 0 Las magni- 
рер Ptr zan Juncos (bici) de os заба наран 


=. a 2 т = п, 0 sen, 


la suma de frecuencias de todos los valores de la variable aleatoria es igual al 
volumen de la muestra. 

La relación entre la frecuencia n, y el volumen de una muestra n se denomina 
frecuencia relativa del valor x, y se designa por w (i = 1, 2, . . . I). Es evidente 
que 


А 
4 4 
CY LI 

E 


„ para la variable aleatoria X 1а suma de frecuencias relativas de todos los 
Salotos de la misma es igual a la unidad. x 
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La tabla que establece la lencia entre los valores de una variable 


aleatori: uencias relativas de los mismos se llama distribución estadística 
de la variable aleatoria X: 

alla lalo 
ls жо ёа || 


Conviene señalar que muy а menudo se denomina también distribución estadisti- 
<a a la tabla que determina la correspondencia entre los valores de una variable 
aleatoria y las frecuencias absolutas de los mismos. 

Si X es una variable aleatoria continua, entonces es conveniente representar 
su distribución estadísti 


T ll ры 


Hel | . 


“ v. 


Aquí v, es la frecuencia relativa con que la variable aleatoria toma un valor 
perteneciente al intervalo (у, Gil, i = 1, 2, L 
la variable aleatoria toma A valores i 
que À os par, una mitad de estos valores зе ف‎ бет intervalo Јл, tl y la 
Segunda mitad, al intervalo ftr. Eval, 12 t; 1 — 1. Cuando A es [mpar a uno 
de estos dos intervalos se le puede llevar (à -+ 1)/2 valores y al segundo, (À —1)/2 
valores. Si la muestra tiene un gran volumen n, no tiene importancia esencial 
а cual de los dos intervalos se le un número mayor de valores. 

Para mayor evidencia la distribución estadística de una varia 
so ilustra mediante el polígono de distribución. Con esto fin los puntos sucesivos 
ni вл), (ai Wa), ; < -» (ту шз) se representan sobre el plano de coordenadas y se 
unen por sepmenios rectilíneos. Conviene señalar que los puntos que no son 
vértices del polígono no tienen interés desde ol punto do vista de la estadística 
matemática. 


les a zı, entonces, en caso de 


discreta 


trar la distribución de una variable aleatoria continua зе usan 
diagramas llamados histogramas de frecuencias. 

4. Histograma que determina las frecuencias en función de los órdenes de 
los intervalos a los cuales pertenecen los valores de una variable aleatoria. 


Supongamos que una variable aleatoria continua X está determinada por 
Ja tabla: 


T | Vio» Est | I8 el | ъз! | e ЦЕП 


dif jas 5, — Epa tantes, ج‎ 
il 

V Lg ie Braminamos la función definida por los igualdades 

I 1 = 1,2, . - , 1. Calculamos las áreas S; de los rectán- 


los cuyas bases inferiores son los tos (5s. Es) je Oz y sus bases. 
üperiort los segmentos del gráfico гүлүү ec 4); memor. 


S (hm mp (=1,2,... De 
lograma que caracteriza la distribución estadística de una variablo 


A oro м 
gina relatives de los valores de Ja variable aleatoria que se encuentran en estos 


En este caso se examina la función que tiene la forma y = w;/h (i = Ма» 

D, De un modo análogo al precedente el área del ішо rectán 
es igual numéric эш. Ahora bien, el área de la КУЗ 
ЖАКЫ" +. Des Ter ). 


in 
an ET 


885. Como resultado de la prueba la variable aleatoria X ha toma- 
do los valores siguientes: 
=2. h-5 hm, E=t &-10 
75 b-9 &-6 &-8 а= 6, 
i72, hem3 6-7, t6 =s, 
$3, 8, be = 10, = 6, Б = 7, 
n=, 79, =4 ы=5, 6-6. 


requiere: 1) hacer la tabla que determina la dependencia entro los 

valores de la variable aleatoria y las frecuencias de la misma; 2) cons- 

{ruir la distribución estadística: 3) representar ol polígono de distri 
ción. 


in ıi cên. 1) Hallomos el volumen de la muestra: п = 25. Confeccionamos 
" 


slo 


ODE 


P 
e 
€ 


2) La distribución estadística tiene la forma 
x а [е [е 


w EDE элз | sos as | ss 2/25 | 2025 


1 2 3 4 Y 8,3, ,8, 1.2 
Сомго: ®+5+5+5++5+5+5КҖ+д=- 
La última tabla puede ser escrita en la forma 


IPP 


Ww |о,оа | 0,08 | 0.12 | 0,04 mU 0,12 | 0,12 | 0,08 | 0,08 


3) T sobre el plano 20u los puntos (1; 0,04), (2: 0,08), (3, 012), ete; 
Uniendo sucesivamente estos puntos con segmentos recilineos, Obtendremoscl 
polígono de distribución de la variable aleatoria X (fig. 49). 


004 


071234 567 8 9 бт 


Fig. 40 


886. Como resultado de la prueba la variablo aleatoria Х ha 
tomado los valores siguientes: 
=, h-U, 149, 4-1 &t-2, 
ъ=, hn E=T o R-19 tho=5 
n=, hu=5 = 20, E4=18, ta = И, 
ie — 4, n=6 R=, p=, 5. = 15, 
En=15 Be = 23, 1.19, B= 25, = 1. 


Se requiere: construir la tabla de distribución estadística divi- 
diendo el intervalo JO, 251 en cinco órdenes de longitudes iguales; 
construir el histograma de frecuencias relativas. 


Resolución. Componemos prevismente la tabla 


1 1 10, 51 | 15, к | ио, si 145, 201 | 120, 251 


AAA 


La distribución estadística tiene la forma 


1 19,51 | 15, 401 | ио, 451 | 145, 201 | 120, 25( 


w 0,12 


El histograma, de frocucaciansoatizas ө» muestra en Ja fi dics 
alero de as sor aliada X qu рй a designa X <a. La 


sb scn 


si m«r«na (91.2. 


s orn. 


Puesto que serán le teorama do Bernoulli Jas frecuencias relativas, al етке 
indefinic te n, le pue Г эре celsi? las probabilidades respectivas 
dol evento, en sor grando el volumen de la muestra, la función estadíati- 
ELEM Aes etas a la nct Шорт do оір O 


РД su 2 >>» 1 on puntos de discontinuidad de / género de la 
función 


887. Se da la distribución estádística: 
Н и 12 з [и 
т | ow м | оз [ оз 
Hallar la función estadística de distribución y construir su 


gráfico. 
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Resolución. Tenemos 


(9 + E 
04 sd M<=<12% 

Fe val 05 si 12<=<18; 
0,8, si 13<:<14 

E si =>. 


El gráfico de la función F* (=) se muestra en la fig. 51. 


[XN x 


Fig. 54 


4, Determinación del valor medio de una variable aleatorin, So llama va- 
lor medio do una variable aleatoria X, definida por la distribución estadística, 


1 
РЕТ hom Y уц, 
i 
9 bien 
1 
و کے‎ ohm A % 
а 


La igualdad (1) determina е] valor medio de X para la muestra. 
modo análogo se determina el valor medio de una variable aleatoria X 


para la población madre: 
ЕЕ ТТА " 


donde N es el volumen de la población madre. Dado que n/V = p es Ja pro. 


Debilidad con la cual X toma el valor s, (< 1< M). сонан (2) s0 puedo 


жеар ара... typy = MX). 
De acuerdo con la loy de los grandes números de Bernoulli se puede consi- 
derar quo para la población muestral = ~ M (X). En adelante, suponiendo n 
suficientemente grande, escribiremos 2 = M (X). 
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Si todos los valores de una variable aleatoria X son próximos a un número 
constante a, el cálculo de т se simplifica: 


1 П 1 = 
ден Ут Cr Y wı (zo) +a È, i-a 


о sea, 


+28, ® 
donde 7—a es el valor medio de la variable aleatoria X — a. Ahora bien, 
cuendo n es suficientemente grande, se cumple la igualdad 
MG) = a+ M(X — a). [ 
888. Hallar ol valor medio de la variable aleatoria definida por 
la distribución: 


Resolución. Todos los valores de X son próximos a а = 14. Calculamos las. 
frecuencias relativas y construimos la tabla: 


х4 Ex E 0 | 04 0,2 


w | 0,16 0,12 0,28 0,24 0,2 


Ahora encontramos 


n 
2= У) wı (21 —14) = —0,16-0,2—0,12.0,14-0,28:04- 
2 


+ 0,24-0,1 + 0,2-0,2 = — 0,082 — 0,012 + 0,024 + 0,04 = 0,02. 


Por consiguiente, F= 14 + 0,02 = 14,02. 
5, Varianza y desviación típica. Se llama variansa estadística do una 
variable aleatoria, definida por una distribución estadística, a la expresión 


DR) = ш (а (a — PF ta 0) 

De la igualdad (1) se despronde que la dispersión estadística es ol valor medió 

de la variable aleatoria (X — z)*. Al crecer л el valor medio 7 tiende en pro- 

babilidad hacia M (X) y las frecuencias w,, ш, аг, hacia las probabilidades 

ectivas, Así, pues, cuando el volumen "muestra es grande, tiene lugar 
dad aproximada 


D* (хуш D (X). 


La magnitud o* (X) = V D* (X) denomina desviación típica (estándar). Tit 
Erg a A те ША 
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A continuación, estimando el volumen de la muestra n suficientomente gran- 

de, en vez de D* (X) y 0 (X) escribiremos D (X) y 0 (X), respectivamente. 

i Ine valores dela variable aleatoria X son próximos а ша constanto e, en- 
implifica: 


8i 
tonces el cálculo de la dispersión estadística se 
А 24 uf 
D* = Bie (i-o nl 


donde (z — a)* es lable aleatoria (X 
Primor miembro de 1а igualdad (3 mo depende de а, еп ol sopundo lenit de 
jor miembro ad (2) no dej lea, en ndo miem! 
I igualdad, efectus Y» implicaciones, а debe elimi ко En particular, 
si a = 0, se obtiene la fórmula 
DU [7] 
yia, n fórmula análoga se utiliza frecuentemente en le teoría de Jas probabi- 
jos 
PPS Tas variables aleatorias X е Y están vinculadas por la dependencia linea) 
Y = kX + b, los valores medios de estas variables ostán enlazados por la 
misma depondoncia lineal 
у= К b о bien M (Y) = kM (X) + b. в) 
М la varianza de la variable Y se expresa por la de la variable X, entonces. 
D (¥) = D (KX + b) = D (KX) + D (b) = KD (X), 
puesto que D (b) = 0. Por consiguiente, 


D Y) = eP Gp. @ 


889. Calcular D (X) y o (X) para la distribución estadística dada 
en el ejemplo 888. 


Resolución. Construimos la tabla 


ох) 0,04 | 0,01 o | 0,04 


| o | 94 
w 0,16 | 0,12 0,28 | 0,24 | 0,2 


Luego tenemos 7— 44 = 0,02, (ZTE = 0,0064 + 0,0012 + 0,0024 + 
+ 0,008 = 0,018. 

Por consiguente, D (X) = 
æ 0,433. 


,018—0,0004 = 0,0176; o (X) = V 0.0176 ~ 
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890. Determinar y y D (Y) para la distribución estadística 


Y | 3 | 1 н 15 19 2 
w | 0.02 | 0,18 0,35 03 0,1 0,05 
Resolución. Los valores de Y forman una aritmética con el. 


término 3 y la diferencia 4. Por eso Y — 3 
k= á b = — 1. Si X toma sucesivamente 
Y tomará los valores 3, 7, 11, 45, 19 y 23, 
pueden escribir las varianzas de las variables X у X*: 


, 8, entonces 
te modo, во 


De donde hallamos 
== 0,02 + 0,36 + 1,05 + 12-4 0,5 + 0,3 = 3,43; 
Pim 0,02 + 0,72 + 345 + 4,8 + 2,5 + 1,8 = 12,99. 
Utilizando la fórmula (3), obtendremos 
F= 4 3431-1272, 
y por la fórmula (4) 
D (Y) = 45(12,99—11,76) = 16-1,23 = 19,68. 


891. Hallar el valor medio, la varianza y la desviación típica 
de la variable aleatoria definida por la distribución: 


10 | 10,1 10,2 
|. | 2. 


892. Determinar ў y D (Y) para la distribución estadística: 
| 23 


gaja s| u GENE, 


| | Е 25 | 0,05 | олз | oos 


6. Determinación de los momentos de una variable aleatoria por los datos 

del muestreo. Asimetría y exceso. Se llama momento inicial de s-ésimo orden 

do una variable aleatoria X а la magnitud а, (X) = M (X) y se llama momento 

central тарй ie (X) = Af (X= mj, donde m. es 1а esperanza 
aleatoria 


matemática de la variabi ө 

Si la muestra se considera representativa у es de un volumen suficiente. 
mente grande, entonces para determinar а, (X) y pa (X) sirven las fórmulas 
aproxima 


1 1 
а. (X) > È шш}, nam P MD 
" a 


El momento central de orden de vna variable aleatoria cualquora 
esidónticamente igual a cero. En efecto, j = M (X — ma) = M my 

En caso de una distribución simétrica de la variable aleatoria X respecto 
a la esperanza matemática son también iguales a cero los otros momentos cen- 
trales de orden impar. 

Conviene también tener өп cuenta que a, (X) = M (X) y ps (X) = D (X). 

Si los valores de Ja variable aleatoria son próximos a cierto número 
entonces para calcular los momentos centrales de los primeros cuatro ord: 
es conveniente utilizar las fórmulas: 


m 00=0, 
Ha (X)= (aji (za), 
15 (X) = 97-30 G— eap. 
m X) m (20) — 4 (2 8) (s C aj --6 (2 а) (£— aj — 9 (7 


Con ayuda de Ja designación v, = (7 — а)* estas fórmulas se transforman obte- 
niendo la forma 


Mom O, та = эз У, m чу Зу + 2%], а — sl 
+ wt — э [7 


icular, sí a = 0, se obtienen las igualdades que determinan las depen- 


En р 
entre los momentos centrales p, e iniciales a, de los primeros cuatro 


denci 
órdenes: 
m= 0, н, = ag — af, ру = аз — ayaa + 2а]. pa = x, — fast H 
+ aja, — 304. e 
Los momentos inicial y central de s-ésimo orden Lie 
igual a la del »ésimo grado de la variable aleatoria о мее) e dimensión 
Si las variables aleatorias X e Y están vinculadas por lo dependencia lineal 


Y = EX + b, entonces el ito central de ssi 
aleatoria Y si determina del modo siguiente: © s rien de la variable 


la (Y) = p, X + b) = tp (X + B) = Ka (X)- B 


эні 


ЁЗ fácil demostrar que p, (X + C) = р, (X), donde С es una constante 
arbitraria. 
La desviación típica se determina así: 


o =V m = V En = Ik V ia GO = klo (X). [7] 


Sea X una variable aleatoria continua. Para determinar sus características 
numéricas construimos la tabla 


|. [| = | 


donde =, es un número cualquiera perteneciente al intervalo tj, ıl, i = d 

1. Generalmente se supone гу = (E, Б Expresando la asimetría 
р exceso de la variable aleatoria Y = AX + b por la asimetría y el exceso do 
la variable aleatoria X cuyas fórmulas se citan en la pág. 226, obtenemos 


NEP O нку ө 
во a ELO зев, an w 


Es evidente que si k > 0, entonces S, (kX + b) = Sh (X); pero si k< 0 
entonces S, (kX + b) = — 54 (X). 

893. Calcular los momentos centrales de los primeros cuatro 
órdenes do la variabli oria que tiene la distribución estadística 
siguiente: 


“ 


х и | 12 | 18 | “ 


w 0,35 0,25 | 0,45 | 0,25 


Resolución, Tomemos а = 40. Para determinar vj, Va, Уз, Ya coroponemos 
Ja tabla de cálculo: 


202 


De suerte que v, = 2,5; va = 8,7; уу = 22,4; v, = 80,5, Por las fórmu- 
las (4) hallamos 


m(X)= O; p(X) = 6,7 — 2,31 = 1,41; 
ра (X) = 22,4 — 3-0,7-2,3 + 2-2,3 = 0,504; 
Ha (X) = 80,5 — 4-22,4-2,8 + 6-6,7-2,3 — 3-2,8: — 3,1257. 


894. Calcular los momentos centrales de los primeros cuatro 
órdenes de la variable aleatoria que tiene la distribución estadística 
siguiente: 


Y | 4 | 9 14 19 


w 0,4 0,2 0,3 0,4 


Resolución. Los números 4, 9, 14, 19 forman una progresión aritmética, рог 
ты RSE 0). o ме, Y SX — f, k= 3, bo — 1. Construimos 
la tal 


x w w | we | um [ эш 


Por consiguiente, a, = 2,1; a, = 5, 
Por las formulas (2) 


р (0) = O; pa (X) = 5,5 — 444 = 1,09; 
р» (X) = 16,5—6,3-5,5 + 22,1% = 0,372; 
pa (X) = 53,5 — 8,4-16,5 + 0-4,41-5,5 — 3-4,412 = 2,0857. 


Ahora, utilizando la fórmula (3) obtenemos y, (Y) = 5 p, (X), O sea, 
pr (0) = O; p (Y) = 25-1,09 = 27,25; 
Ha (Y) = 125-0,372 = 46,5; pa (Y) = 825-2,0857 = 1303,5625. 
895. Valiéndose de los datos del muestreo, determinar los momen- 


tos iniciales y centrales de los primeros cuatro órdenes, la asimetría 
y el exceso si la variable aleatoria X está de 
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P 10, 21 | 12, 41 | 14, 6 | 16,81 | 18,101 
п. з | а | 10 | 5 | 3 


Resolución. El volumen de la muestra es п = 25. Construimos la tabla 


ووووم 
LEE‏ 


шнде, an = 5,08; вд т 31,08; а = 210,52; a = 1500,00, 
EPI EC OD 
Utilizando las fórmulas (2), encontramos: 
Ja = 31,08 — 25,8064 = 5,1736, o sea, D (X) = 5,1786; 
ш = 210,52—3-5,08-34,08 + 25,08 = — 0,0482; 
Yu = 1530,40—4-5,08-210,52 + 0-5,08*-34,08—3-5,08% = 67,3004. 


Do allo obtenemos 
VETE = 2,15; 

=Й 0 ir soos 

TET 

95 


Bx —з=. das — 0,488, 


896. Valiéndose de los datos del muestreo, determinar los momen- 
tos iniciales y centrales de los primeros cuatro órdenes, la asimetría 
y el exceso para la variable aleatoria definida por la tabla. 


| 31,31 | 13, 51 | 35, 71 | 17,91 EET 


mENENMENENE 
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$ 18, Determinación de las leyes de distribución 
de variables aleatorias basándose 
en datos experimentales 


1. Distribución con densidad uniforme. Sea dada la distribución estadística: 


1 | Jh. Bl | Vio El | m | Vilar ЫЕ 


w| a | » [|] o. 


Si los números wy, 10, son próximos unos a otros, entonces para la elrho- 
ración de las о! es cómodo valerse de la lay de distribución con 
densidad uniformo. Como se sabe (véase la pág. 214), en esto caso la densidad 
de distribución se determina del modo siguiente: 


o 5 ra 
rou [uto si agigi 
o si zh 


a speranza matemática, la varianza y la desviación típica para la distri 
etn eod Genel В чананы м Dolor por las fórmulas. 


М(Ху= (+ 002, р(х) = (0 — 02, о (X) = (b — V8, 


Así, pues, resolviendo el sistema de ecuaciones 


+0/2=M QD, 
@—а)/@ V 3) =о (X), 


se puede hallar a y b y luego la densidad de distribución buscada. 


897. Igualar los datos experimentales, aplicando la ley de distri- 
bución con densidad uniforme: 


| Jo. 10( | M0, 201 | 120, зо | 130, 401 | 140, SO | 150, вос 
"lx 46 


GRECE CNRC CR 


|“ Га 


Hesolución. Aquí n=80. Confeccionamos la tabla 


w | 14/80 | 14380 sm | оз | 14:80 16/80 


E 


Suponiendo X = 5T, obtendremos la tabla sigui 


Luego tenemos 
M (X) = SM (Т) = 5-(25/4) = 34,255 
M (X3) = SYM (73) = 25-(509/40) = 1272,5; 
D (X) = 1272,5 — 976,5825 = 295,9375; 
@+ул= 31,25, 
@—)/@ V 3) = V 295-9575, 


Resolviendo of último sistema, Баева a = 4,40, b = 01,04 de donda 
Ы — a) = 1/(81,04—1,46) = 0,017. Por lo tanto, 


o si F146; 
Д uie si 146 < 2< 61,04; 
0 sí 2261,4. 
Para construir ol histograma componemos la tabla (donde A = 10): 
yo, 101 | ito, 201 | узо, эң | рю, ш | wo, so | ко, 001 


Wih | 0,0138 | oons | 0,0188 


0,0125 | 0,0175 | 0,02 


so muestra el hi de frecuencias relativas de la distri- 
dada y el Че densidad de distribución. © > 
аа dina uniforme ss дыша soa тырк 


5; = 0. Зе sabe también 
УЛАНЫН delos valora ES 

898. Efectuar la igualación de los datos experimentales con 
ayuda de la ley de distribución con densidad uniforme: 


que 
1 matemática, 
зза specenza matemática, po 


1 It il | M, X 18. st 15, 11 mt 


SEN IC 
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2. Distribución de Poisson. La distribución de Poisson determina la 
trespondencia ontre los valores de una variable aleatoria X y las probabilidades 
de estos valores con ayuda de la igualdad 


а 


Fig. 52 


De este modo, la serie do distribución de una variable aleatoria X tieno 
la forma 


En Ja práctica la variable aleatoria X toma un número limitado de valores 
0,1,2, 


. ., L, ya que, al ser suficientemente grande А, la magnitud me e 


uefa. 
Pe ecordemos que para la distribución de Poisson M (X) = D (X) A. 
Sea dada la distribución estadística: 


ч 


Esta distribución puede escribirse también en la forma 


еа ELA] 


Е 


Si para la distribución dada las m: (X) y D (X) no son próxi- 
map eniro sí, entonces siia no w una атое de Polon. Fro ы M (T) ar 
D (z) эв A, entonces para resolver la cuestión acerca del carácter de Ја 
А conviene metia el valor de M en je expresión (1) y calculer los 
valores de esta expresión para z = 0, 1, 2, . ..,l. En el caso en que Jos valores 
de P resultan próximos а Jos respectivos le W, se puede considerar que 
Ja variable aleatoria está distribuida por la ley de Poisson. 
899. Se da la distribución estadística: 


Mostrar que ella es próxima a la distribución de Poisson y detor- 
minar la dependencia entre los valores de la variable aleatoria у 
las probabilidades de estos valores. 
1 
Resolución, Hallomos m 


nim E2026 4-24 + 13-7 4-32 100. 
Componemos la tabla 


1] КЖЕ 


w |oo | ом | 0,20 | 0,21 | Е m | 0,02 


Determinomos la esperanza matemática d. 
M (IO) = 021 + 082 + 0,83 + 04 
Ahora construimos la 


variable aleatoria: 
0,35 + 0,18 + 0,44 = 2,55. 


x: o |: 4 9 ЕЕЕ 


w [ov | 0,21 | 0,26 | 0,21 | 0,43 | | 0,03 | 


Por consiguient 

M QU) e 0217 406 + 4,80 4 2,08 1 4.75 + 1.08 + 0,98 = 0,08, de 
donde, D (D = M (en) = [М (ХУР = 9,096,503 = 2,527. Hacemos А 
in elanon In ирадаи шып шташ da AR aleatoria y las 
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probabilidades de los mismos se puede escribir en la forma 
2,52 
zi 


25. 


Determinando por este fórmula los valores de Р para z = 0, 1, 2, ... 7, 
obtenemos la tabla 


EESERE ЛЕЕ 


0,20 | 0. | 0,24 Е 0,07 ES 0,01 


900. Resolver el poblema, análogo al precedente, p: 
bución estadística. 


х Jeffie] s] 
"BnBBDBODE 


3. Distribución normal. Sea que la distribución estadística 


а la distri- 


1 | Js м | J& 64 E | Mirar E 


| bud 


tiene el histograma representado en la fig. 53. Componemos la tabla 


w ГА L3 


" " n " | " 


haciendo z, = MES ++ L En la figura están unidos рог 

aps ns е Sud uec reds ТЫ TAL a daa 
paso de la ta 

© PSK la curva continua obtenida es próxima а la de Gauss, entonces se puedo 

elaborar, los datos estadísticos con ayuda de la ley normal de distribución. 

Detorminadas la esperanza matemática m == M (X) y la desviación tipica 

а о (X), examinomos la función 


1 „—х-м)уч@о') 
1T , ® 
Hallamos los valores de esta función en los puntos 2;, Sy, . . ., гү. No es difícil 
з рші РЕ 


ver que los productos М (2), Af (ey) >» < A) las probabilidad: 
Жеш Viamo aldo Ais pos Delay acad (1) toe ln чы 


pertenecientes a los intervalos Jo, 

айа dada sept а He tornal е СС Ted В 
dash e = шыл = +1. Más adelante se expondrán 
fos de espeor dela Joyas de distribución empirica y teria 


Fig. 53 


2 1 


Mostrar que olla es próxima a la distribución normal y construir el 
histograma do sus frecuencias relativas. 


Resolución. Aquí n = 50, Construimos la tabla. 


0,02 m 0,08 о |2 | 0,2 “ч| 0,4 


Bfectuando la sustitución de la variable por la fórmula X = 374,5, esribl- 
mos la distribución estadística para 7 y 7": 


r [4[*[* ДЕ BEDBDE 


оз |н] з 0,04 | 0,02 


w [os [9,0] osos ZEE 04 
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Luego tenemos 
M (T) = 02 + 0,2 + 0,24 + 0,68 + 1,4 + 4,2 + 0,98 + 08 + 0,36 + 
02-5; 
M (T) = 0,02 + 024 + 0,72 + 1,92 + 5,5 + 7,2 + 6,86 + 6,4 + 3,24 + 
+2= 34; 
M (X) = 3M (T) — 1,5 = 3-5,5 — 1,5 = 15; 
0% (X) = 9 (34,1 — 30,25) = 34,85; o (X) = V T385 = 3.1,962 0 5,9. 


or consiguiente, 


. e-189, 


i i „> 1 әт 
тт 94 LL Mz $ 


Los valores de la función z, se citan en la tabla 111, pág. 450. 
Utilizando estos valores, componemos abora la tabla (4 = 3): 


4.5 0,029 0 0,02 
45 0.082 0,014 Ж 
15 0.18 0:030 0,09 
10.5 0,299 0,051 0,15 
13:5 0,381 0.060 0,20 
46,5 0:387 0158 0,20 
19,5 0,299 0,054 0,15 
22,5 0,178 0:030 0,09 
25:5 0:082 оом 0,04 
25 0,029 0,005 0:02 


Notemos que los resultados obtenidos pueden ser confrontados con las pro- 
babilidades de que la variable aleatoria se encuentre en el intervalo dado, que 


so calculan por la fórmula 


ра xeneos[o( Wi )-o 


) 


donde отут | ra es la función de Laplace cuyos valores so 
i 


oy 


citan en la tabla II, pág. 449. y m= M (Х) = 15. Veliéndonos de esta tabla, 
encontramos 


P (0 < X < 8) = 0,5 — [Ф (1,44) + b (1,80) = 0,5 (—0,9583 + 0,9841)= 
= 0/0514 = 0,02; 


P (3 < X < 6) = 0,5 [—0 (1,08) + Ф (1,44) = 0,5 (—0,8733 + 0,9588) = 
= 0,0425 æ 0,04; 
0,5 (—0,6914 + 0,8733) = 


P (6 < X < 9) = 0,5 [—0 (0,72) + Ф (1,08)] 
= 0,0905 = 0,09; 
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Р @< X < 12) = 051—Ф 639) + 010.72) = 0,5 (03993 + 0,6914) = 


d ж 0,45; 


P (2 < X < 15) = 051-00) + D (0,301 = 0,5-0,3893 = 0,1946 ~ 


P (45 < X < 18) = 0,5 [0 (0,35) — Ф (0)] = 0,5-0,3893 = 0,1946 e 0,19; 
P (18 < X < 21) = 0,5 (Ф (0,72) — Ф (0,36)] = 0,5 (0,6914 — 
0,3893) = 0,151 æ 0,15; 


5 (0,8783 — 0,6944) = 


P (21 < X < 24) = 0,510 (1,08) — Ф (0,72)] 
= 0,091 ж 0,09; 


PR < X < 27) = 0,5 [O (1,44) — Ф (109 = 0,5 (0,9683 — 08789) = 
70,0025 = 0,04; 
Р (27 < X < 30) = 0,5 [0 (1,80) — Ф (1,44)] = 0,5 (0,9891 — 0,9583) == 
0.0154 = 0,02. 
Como resultado tenemos la tabla 


10, ais als. af. sje: |I ts. sas. len. au. 2] эң 


w | 0,02 ve [oco 0.5 | 0,19 | 0,9 | 0.15 | 0,09 


Comparando los valores de w y de àf (а) (o bien los de v y de P), nos convence- 
Goa ree le пне редеа duda e pude air aia 
û 1e loy norma] (fig. 54). 


0,04 | 0,02 


o 3 6 9» 12156 21 
Fig. 54 

902. Resolver el problema, análogo al precedente, para la dis- 
tribución estadísti 


24 27 30 


e de Chailar. La: distribución normal ә elmátcica, о зва, 
la curva y = стуу 47079097 es simétrica con respecto a la recta s = m. 


No obstante, en la práctica se encuentran frecuentemente también las distribucio- 
mes asimétricas. En sl caso еп a en valor absolu- 
to, la distribución puede Че la Mamada ley de Charlier. 
E densidad de la by de Chase por la igualdad 


fe) of Pe T T ваз], 


donde o) ө а densidad dla ly normal de биіне, а = — ту, 
AIV Zn) e", 3, (Y) es la asimotría, EX) es el excoso. Ahora bien, el 
LE wat A Се Жынды 


Sigon 
o marne! de ditabución: No es AGA vor qui si Sa (O 0 y Ё (X) O, 
ie trbucén de Charlie coincido са la токаш. La distibueitu de Charte? 


se pue «m la forma 
.دم‎ [0e 9. ہروس‎ sees]. o 


903. Valerse de la distribución de Charlier para los datos de la 
tabla estadística 


Resolución. Aquí п == 100. Construimos la tabla 


х 4,5 раз | 15 [os] в» 3E Е 28,5 


Ww. |о,и | 0.05 oos [oss [оза g 0,1 oos | 0,08 0,08 


¿Pasamos a una variablo nueva T vinculada 


x 
La distribución estadística de la variable. 


lenciaX = 
tiene la forma 


£g EE Ге: ЗЕ 10 


w 0.0 0.5 oss | oss |o [uan | оа E 0,08 


18—1220 2:8 


wr 


Elaboramos la tabla de cálculo: 


ssssesees | 3 g 1823 
“HERES | E 5 | 83 Y 3 
ie .8 i: ? 1 = 
à ds o £ d sss 
3923883758 | з $. 398 spo. ا د وا و‎ 
5549044818 | = TS 13 rJ; 2 АА з Uer d LR 
3 85181923 | NEESESSESY 
mnl * ubi e 
E 110€ 1 зз |5 | 8558388988 
pc E с 1а —3 
«Br азы ti |a | ess 
ccc 18831132 ai 
EFEIS 
zsxessesua | a | £ HIF als 3 15 | 5 | 85858885 
5555255595 | à | $8 LETS Z5. 734 
EFE ii ili A 
[| ва +118. ا 2 ووو‎ Я 
388283-888 zg JESA xg 51 SREHISZESS 
5555592555 eo St ta 299596095 
g isi 2ТЕ 
o ud. Е } PEE 
dE E Fh. 
Ii 1 Sy 28.9 8E 
€—— ies El MORE TW 
"xa oz 18 E: I ы тк тщ 
ВЫЕ 
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tica y teórica. Supon- 
que la distribución estadística está igualada con ayuda де una ley conocida 
distribución (con densidad uniforme, ley normal, ley de Charlier, e! ro 
Pearson. me el siguiente criterio de concordancia de las distribuciones 
estadística y teórica. Primeramente so introduce la variable 


1 
بص‎ 
=3 em, 
E 
donde w, son las frecuencias relativas definidas la tabla estadística y p, son 


las probabilidados obtenidas por cierta ley de distribución. Luego se 
examina la diferencia ғ = 1 — ¢, donde 1 es el número de órdenes de la tabla 


estadística y t es el número de condiciones que se imponen sobre las frecuencias. 
тру, Wa, . - ., wy; Ol número г so llama número de grados de libertad. 
Por ejemplo, para la ley de distribución normal t = 3, ya que se utilizan 


Ye uicta нын 


1 1 
* эў, шет 3) d eomm Des 
e a 


dende ma y Dy son la esperanza matemática y la varianza n la loy de distribu- 
ción teórica. 

Para la loy do Charlier t = 5, ya que hay cinco ecuaciones lineales que 
vinculan los valores ру, Pa, - +=» PÉ 


1 n 
1) È pii; 2) Y ранет; 3) 
2 a 
" 


[ p= Dx; 
] 


1 
4) Y (nm pom (a: 5) È, @—тыў*р = a O0. 
& Я 

Utilizando la tabla IV (véanse las págs, 451 y 452), por los valores 42 y r 
se dotormina la magnitud P quo caracteriza la probabilidad de concordancia do 
las distribuciones teórica y estadística. Si P < 0,1, so puede deducir que la 
teoría reproduce mal el experimento. No obstante, si P > 0,1, esto quiere decir 
que la hipótesis acerca do la distribución teórica tomada no coptradice los datos 
exporimontales. 

V. I. Romanovski propuso el siguiente criterio de aceptación: si la magni- 
tud |x" — r | ® > 3, entonces la divergencia entre las frecuencias teóricas 
{ experimentales no deben considerarse casuales; si | у% — p | /V/ 2r < 3, esta 

ivergencia se puede tomar como aleatoria. 


904. Comprobar si concuerda o no la distribución estadística del 
problema 897 con la teórica que tiene una densidad uniforme. 


Resoluctón. Por los datos do la tabla estadística en el problema 897 ha sido 
determinada la densidad de distribución 


3 FEES 
f(G)—400t, si 146<z<61,04 
, si 2261,04. 
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Hallamos la probabilidad de que la variable aleatoria distribuida por la ley 
indicada con densidad uniforme tome los valores pertenecientes a los intervalos 
1—80, 01, 10, 40, 140, 20( .....160, 701, 170, 801: 


1 IE ЕЕ mE omm, 


Р | ° | 0,14 | 0,17 | 0,17 | 0,17 | 0,17 | 0,57 | 0,01 | 0 


Conviene señalar que P (0 < X < 40) = P (140 < X < 10) = (i 
X 0,017 = 044 P (00 < X < 10) == P (60 < X < 04,04) 0 
nemos la tabla de cálculo para determinar х: 


v| |. wm] mm 
0,14 0,14 0 o о 

0,17 0,7 0 0 0 

0,19 0/17 0,02 0,0004 0,0023 
0,43 0,17 —0,04 00016 0,0094 
0,17 онт 0 9 0 
0:2 0/17 0,03 0,0009 0,0052 
0 0:04 —0,0 0,0001 0:01 


Por, consiguiente, 4% = 80-0029 == 2152; I= T. [M 


EA, do la tabla ТУ encontramos: si q3 = 2 p = 
x* 2,452, p = 0, лон 0 BOONE 0,67. 
int x ¿e puedo ò considerar que la distribución estadística ¡dado concuerda 
plenamente соп 


ión que tiene una densidad uniforme 
905, Se da la distribución estadística 


1 | PIE ио, | ЕЕЕ 190, 35] 135, 400 140, 451| 145, 501 


aJafo]o £4 | o | 90 2 ME 


Aclarar si concuerda o no esta distribución con la teórica que tie- 
ne una densidad uniforme. 


Resolución. Aquí п = 70. Componemos 1а tabla 


X | 25 | 15 | t25|1,5 | Е 31,5 | 42,5 | 47,5 


w Е oam [ваш ose] os | oase ose om on] o 
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Luego, hallamos 


mx = x zi = 2,5 (0,029 + 3-0,71 + 5-0,414 + 7-0,057 + 
+ 9-0,2 + 140,080 + 13-0,14 + 15-0,029 + 17-0,014 + 19.0457) = 
= 24,4285; 
м (X*) = 2,52 (0,029 - 9-0,174 + 25-0414 + 49-0,057 + 81.02 + 
124 0,086 + 469-0,143 + 225-0,029 + 289-0,014 + 361-0,157) = 782,67; 
D (X) = 182,51 — 596,75 = 185,92; o (X) = VT 


= 13,63. 
Planteemos у resolvamos el sistema de ecuaciones para determinar a y bi 
ternan a+b=48,86 


«ву — 13,65  \ ь— тв 77 07601: 
A/0—a)=1/47,16=0,0242. 


0,85) 


Por lo tanto, 


0, si г<0,85 
H(z) 0,0242, si 0,85 <=<48,01 
0 si >40. 
Ahora hallamos las probabilidades de que la variable aleatoria distribui- 


da por la loy indicada tomo los valores pertenecientes a los Intervalos JO, Sl, 
MO Ro. 4 s HS, SO xad 1 


1 1-5,9 | y. 51 | 15, 401 | HO, 151 | из. | 120, 25, 


0 | 0,088 | 0,106 | 0,106 


1 Е 380, 35 ви | MO, 451 | 145,501 | 50, 55 


Р 0,106 | 0.106 | 0,106 | 0,106 | 0,064 o 


Notemos que 


P (0< X < 5) = P (0,85 < X < 5) = 4,15-0,0212 = 0,088; 
P (45 < X < 50} = P (45 < X < 48,01) = 3,01 -0,0212 = 0,064. 


La tabla de cálculo para determinar 72 tiene la forma 


NX 


* 


H 
l= 
і 


0,029. 0,088 —0,059 0,003 0.034 
онт 0:106 0:065 0,004 0,038 
0,114 0:106 0,008 0,008 0,057 
0,057 0:106 —0.049 0:002 0:019 
0,2 0,106 0,094 0,008 0,085 
0,080 0:106 —0:020 0,000 0:000 
0,143 0,106 0,087 0,001 0,009 
0,029 0,106 —0:077 0,006 0:057 
0:014 0:106 —0,092 0:008 0:075 
01457 0064 0,003 0:009 0,441 


г 


tabla ТУ encontramos Р = 0,0001. Como para el 
[рында Р disminuye, enton: 
Esto quiere decir que on el 


Se puede llegar a la misma اا‎ utilizando el criterio de Romanovski. 

En efecto, hallamos 
Libri 1300571 2008 7 > 
VE VN “TESIS 


Así, pues, la hipótesis acorca de quo la distribución estadística dada sea 
una distribución con densidad uniforme debe considerarse inverosímil. 


906. Aplicar los criterios de Pearson y Romanovski para esta- 
blecer la verosimilitud de la hipótesis acerca de una distribución 
normal de la variable aleatoria en el problema 901. 


Resolución. La tabla de cálculo tiene la forma 


3 
PAS] 
E 
a 
h 
5 


| me | "m 


0,02 0,02 0 0,00 
0,06 0,04 0,02 9,01 
0,08 0,09 —0,0 0,001 
0,12 0,15 —0,08 0,006 
0,22 0,20 0,02 002 
0,2 0,20 0:00 0,00 
014 0715 0,01 0,0007 
0,4 0,09 0,01 0,001 
0,04 0/04 0 0,00 
0/02 0,02 0 0,00 
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si 

Valér intermedio 
interpolación. Para {° = 1 y у? = 2 los 
-0,9508 == 0,085. Con el aumento de y 
eso para x? = 1,935 tenemos 


licando el método 
so diferencian en 0,0948 - 
la probabilidad P disminuye, por 


р = 0,9598 + 0,085-0,035 = 0,9821, o de otro modo Р = 0,9948 — 
— 0,935-0,035 = 0,9021. 


La probabilidad obtealda[es mayor que 0.4. De acuerdo con al criterio de 
Poarson esto es una razón para considerar que la Іоу normal reproduce bastanto 
satisfactoriamente la distribución estadística dada. 

De acuerdo con el criterio de Romanovski tenemos 


ly—r|. 11,9997]. 5,0% 
ا‎ и Par~ L<, 


Por lo tanto, la diveregencia entro la distribución estadística dada y la 
distribución teórica que la Iguala se puedo considerar casual. 


907. Efoctuar la igualación con ayuda de la ley normal de dis- 
tribución de los datos de la tabla estadística: 


> Js] ra] 00] 05] va] ea] 1 


Comprobar la concordancia de las distribucionos estadística 
y teórica por los criterios de Pearson y Romanovski. 


Resolución. Aquí п = 100. En adelante supondremos que los valores do la 
variable aleatoria coinciden con los valores medios aritméticos de las fronteras 
de los intervalos: 


AE 
dd is 
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la 18080 los valores de la varablo aleatoria son próximos а 5, construimos 
la tabla 


z-s w a-»9w (x-sjew 
—0,85 0,01 —0,0085 0,0072 
—0,75 0,02 —0.0150 0,0113 
—0,05 0,03 —0,0195 0,0127 
—0.55 0,04 04 0,0121 
0,45 0,05 04 0,0101 
—0,35 0,08 —0.0280 0,0098 
—0,25 0,08 —0,0200 0,0050 
—0,15 0,09 —0.0135 0,0020 
20,05 prn 0.0500 0,0003 

0,05 0,1 0.0500 0,0003 
0,15 0,09 0,0135 0,0020 
0,25 0,09 0,0225 0,0056 
0,35 0,07 0,0245 0,0086 
0,45 0,05 0,0225 0,0101 
0,55 0,04 0,0220 0,0121 
0,65 0,03 0.0195. 0,0127 
0,75 0,02 0.0150 0,0113 
0,85 0,01 0,0085 0.0072 

—0,001 0,1404 

== 


Por consiguiente, 
M(X—5-—008 M(X—59-010; M (X) = 54 M(X—5) 
= 4999; 
D (X) = MIX — 5) — [M (X — 5j] = 0,1404; о (X) = V 01408 = 
= 0,3747 = 0,875. 


Ja densiadd de distribución de la variablo aleatoria X e determina por la 
la 


y ¿0/20 0,3750, le 
SES e 


o bien 


2,67-tu, donde u = (z — 5)/0,975 = 2,67 (e — 5). 


Detorminemos la probabilidad de que la variable aleatoria distribuida por 
la ley normal indicada tomo los valores pertenecientes a los intervalos |4, 1; 
4,21, 14,2; 4,81, . . .. 15,5; 5,91 y comprobemos la concordancia de las distribu- 
clones estadística y teórica por los criterios de Pearson y Romanovski. Cons- 
truimos las tablas: 
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il, | BE58 


HE EEE 


OSS 


SS388S338838388388 


ШЕ 


КИКЕЕЕКЕЕБЫЕБЕБЕЕЕЕН 


555599555959555595 


зз556858328858258= 


9555599955959595555 


HEEE 


55559595555959595= 


SOSIN 


E 
3 
т 
3 | 8%4#лъйв&дешьлилзи 
P 


y | SEES 


977777559699 


EO 


х | SSSR 


WA aa dd ddd e 


jue la distri- 


dr 
000, si 


PL 
idad buscada * P = 


con esperanza matemática igual 


PIN 


il 
la hipótesis acerca de q 


estadística sea una distribución normal 


si 
robabi 


Ё 


r 45; 
á la 


'acuerdo con el criterio de 


atramos para 


lente, x? = 100-0,014 = 4,4, 1 = 18, 


Venco 


,000. Por eso para y? = 1, 


do 


ба 
а 5 y varianza igual a 0,14, es verosímil. 


Utilizamos abora el criterio de Romanovski: 


Por consi 
Do la tabla 1 


bien 
bucii 


49, 
a 


JD м2483<3. 
la distribución estadística dada concuerda. 


definida por la igualdad (*). 


У 


adística- 
de 


dai 


ipótesis de que la distribución 


inada en el problema 903 concuerda con la distribución 


Charlier, 


bla de cálculo tiene la forma 


exami, 


Esto confirma una vez más 
con la normal que tiene la densi. 


908. Comprobar la 
Resolución. La 


È 
E 


03% 


=2=3839588 


5555599999 


lores so dan con una precisión haste 
о menor que la unidad. 


) 


Puesto 
0,001, el valor 
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Por consiguiente, yë = 100-0084 = 3,6; I = 10; £ = 5, o sea, r = 40 — 
De la tabla ТҮ encontramos para эн =з Р = бй ы з=, 
P = 0,5404. Por eso, para ү? = 34 tenemos 


Р = 0,700—0,4-0,1506 = 0,63976 > 0,1. 
Utilizando el criterio de Romanovski, hallamos 


lri 1865124. 
VE үм 


6 


0,500 <3, 


Así, pues, según los criterios de Pearson y Romanovski la hipótesis acerca. 
de que Ja distribución estadística ezaminada concuerda con la distribución de 
Charlier se puede considerar verosimi 


6, Criterio de de Kol E ý 
s, d; Cielo de aceptación de Ko Imogórov. Supongamos que se da la distri- 


donde zy, s, > 


zy son los valores medios de los intervalos respectivos de la 
TERME 


а calidad de medida de divergencia entre las distribucio- 
jes teórica y estadística en ol criterio de Kolmogórov so examina ol máximo do 
E del módulo de dilerencia entro la función estadistica do distribución 
(z) y la función teórica (integral) respectiva de distribución Р (2) 

MAA integral de distribución se define por las relaciones 


0 os z«x 


1) 


n 
fü Р si асалы (12, 
à 
t зї а>, 


donde p, = hj =14,2... la densidad de distribución de la 
E A dc ынды AME 
Primoramente se dotermipa la magnitud 


A=DYVm [2] 
dene pei max LP" 6) — F (2) y non ol volumen dela muestra. Luego, de 


Pe S (aput e 


A 


se determina la probabilidad de pue a cuenta de causas puramente aleatorias la 
divergencia máxima entre Ре (z) y Р (z) resulte menor que la que so observa 
realmente. 
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Sb la probabilidad P 0) es paquete (menor que 009) la hipótesis debo 
sechazarso como pod si P 0) y re E R ды grandes, 
la hipótesis puede considerarse compatible con los datos experimentales. 

ara hallar los valores de P (A) es cómodo valerse de la tabla (véase la 
tabla V, pág. 453). 


909. Estimar el grado de concordancia de la distribución estadis- 
tica examinada en el problema 899 con la de Poisson. 


Resolución. Construimos la tabla 


|» | +] .o [oro | mora 
0 0,07 | 0,08 0,07 0,01 
1 ozu | 0,20 0.28 0 

2 0,26 | 0.25 0,54 9,01 
3 OM | 02 0,75 0.01 
H оиз | 0,18 0,88 0,01 
5 0:07 | 007 095 0,04 
6 0,03 | 0:03 0,98 0,01 
7 0102 | 0,01 1 0,02 


Es evidente que D = шах | Ре (2) — Р (2) | = 0,02. Como n= 100, 
entonces, valióndonos do la fórmula (1), hallamos A = 0,027 100 = 0,2. De 
Ja tabla V obtenemos P (0,2) = 1,000. Ahora bion, la distribución estadística 
examinada no contradice la teórica según la ley de Poisson. 


910. Valiéndose del criterio de Kolmogórov, averiguar si con- 
cuerda o no con la distribución normal la estadísti 


Т ваки 


m 18, 101 Е из, мре, 16] m “| ив, 20 


„е [а о |е ае sa [»] 09] o 


Resolución. Escribimos la distribución dada en la forma 


ШИШЕ “ | dE 


w gpg 0,18 3 1 on 0.52 


xa 


Pasamos a una variable nueva Т por la fórmula X = 27 — 4. Componemos 
1s tabla do cálculo: 
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e 


¡vas 
da 


yal 


3888383888 


5555555955 


E3 
E: 
= | ssessszass 
* 
a 
ES 
i 
È 


EL 


SSSR Aen 


wr 
34,38 


54559595999 


382838382 


E 
E 
8 
b 
255535225.) 4 
E 
i 
3 


8382222838 


5555555599 
SSSURSSESS 


5555995995 


55554494995 


а (X) = 20 (Т) = 22,082 = 
la igualdad (+). De ello se deduco 


robabilidades halladas con 


E 2999889559 


5,50 


E 


m 


Jas 
рог 


D (T) = 34,38—30,25 = 4,13; 


(= — 10)/6,064. 


= 4,004. 


EC 


5955595559 


P 
Б 
1 
gasgeeesas | E 
2 


о (ту = V3 = 2,032; 


[] 
1 
^ 


donde и = 


«Ыз»: 


5555559599 


M (T°) = 34,38, 
^n 


EBES | 3 


5555595595 


2858338515 


MATT | RE 


4 (x) = 0,246. 


e j eeooress 


'omponemos ' dos 
v 


Entonces la densidad de distribución se escribiró en la forma 


S 
El 
1 
E 
x 


М (T) = 5,50, 


Luego tenemos 


о bien 
C 


directamente que la distribución estadística dada es normal. No obstante, para 
resolver definitivamento la cuestión acerca de la concordancia de la distribución 
estadística con la normal a оз el criterio de Kolmogórov. 
‘Como se ve de la segunda tabla, D = max |F* (s) — F (2) | = 0,03. Puesto 
n = 500, tenemos A = 0,03-V 500 = 0,67. Do la tabla V encontramos 
(0.85) = 0,7920. P (0,10) = 0.1112. Como con el aumento de A la probabili- 
dad P (2) disminuye, 0,7112 < P (0,67) < 0,7920. 
sí, pues, se puede afirmar que la frontera superior del error absoluto 
igualdad aprozimada Ре (s) eF (z) seré no menor que 0,03 para cualquier 
les. 


Capítulo Vl. Concepto de ecuaciones 
en derivadas parciales 


$ 1. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 


1. Ejemplos de ecuaciones diferenciales elementales en derlyadas parciales, 
Examinemos varios ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales. 

911. Hallar la función z--z(z, y) que satisface la ecuación 
diferencial ¿E=1. 


Resolución. Integrando, obtenemos z= z+ Ф (y), donde q (y) es una 
función arbitraria. Esto es Ja solución general de la ecuacion diferencia] dada. 


912. Resolver la ecuación =» donde z= (z, y). 


Resolución. Integrando dos veces con rospecto a y, obtenemos 26 = Зун 
doge tm iore (0) + G), donde 9 (z) y ¥ (8 son funciones arbitra- 
ET 


913. Resolvor la ecuación jy 


Resolución. Integrando la ecuación con respecto а z, tenemos? = f (y), 
Al integrar ol resultado obtenido con respecto a y hallamos £ = Ф (2) + y (y), 
donde v) = fre. 


914. Hallar la solución general de la ecuación qi = 


915. Hallar la solución general de la ecuación Faz 
2. Ecuaciones diferenciales de primer orden, lineales con respecto a las 
derivadas parciales, Examinemos la ecuación diferencial © > 
4 da 
HY =2, w 
donde X, Y y Z son las funciones de z, y, ze 
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Resolvemos proviamente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
de dy di 
ys cms 
Supongamos que la solución de este sistema se determina por las igualdades 
wie у, з) = С, ym (o 8) = С, 
Entonces, la integral general de la ecuación diferencial (1) tiene la forma 
© lor (s 0,9, о, (2, n =O, 
donde Ф (оз, os) es una función continuamente derivable. 


946. Hallar la integral general de la ecuación z- -+y ре 


Resolución. Pxaminemos el sistema do ecuaciones A == 2E 


Ф (ylz, 2/2) = 0, о bion z/z =p (ylz), 
о sea, s = zy (ylz), donde їр es una función arbit 
917. Hallar la integral general de la ecuación 


(+ ر‎ + 22y E=0. 


Resolución. Escribimos el sistema de ecuaciones Th t. 


Aprovechando la propiedad de las proporciones, representamos la ecuación 


ETE on a forma 
TT а. #—4 ako 
uta OMe БР 


Integrando, Жен 


Й t 
—. E жын 
ЕГ] =y I fy E 


La última igualdad se puede escribir en la forma 


La segunda ecuación del sistema dz — 0. De el 
La integral general tiene la forma 


olaa» 0, obia z-v( 


918. Hallar una superficie que satisfaga la ecuación yz + 
9: 


+22 —2zy y pase por la circunferencia 224+y2=46, 2=3, 
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ey: Quitando ol denominador, tenemos 


zdr=ydy, Dede = — sd. 


e 


De la familia do superficies quo se definen por esta ecuación es necesario 
discas la que pesa por la circunferencia st 4- y! = 46, s = 3. Para hallar la 
función y, en la igualdad (e) hacemos == 3, Entonces obteno- 
mo 16 у--92 = Y (16 — 200. Sea que бэй, do donde p= 


-t[2). P. lente, (f) = 25)/2, 
F Ba Sosttfendo Ta presida БА n a ración (Q) s quida 


nh ,قت‎ о bien аира. 


De suerte que la superficie buscada es una esfera. 
919. Hallar la integral general de la ecuación 
Td T 


920. Hallar la integral general de la ecuación yz 


" 
pp. 
921. Hallar una superficie que satisfaga la ecuación i $ 


+ =4 у que pase por la parábola =z, z=0. 


$ 2. Tipos de ecuaciones de segundo grado 
en derivadas parciales. 
Reducción a la forma canónica 
Examipemos la ecuación de segundo orden 


e la es e 


1ı. b, с son funciones 

Se dice. que la eccación indicada en ol dominio D. 
lico si en este dominio b? — ac > 0. Sin embargo, si 
pertenece al tipo parabólto y si $3 — ac < 0, al tipo elíptico. 
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La ecuación 


д: д: 
le x) 
se Паша ecuación canónica de tipo hiperbólico; la ecuación 
TR ELI 
¡EE 


Фут 
so Паша ecuación canónica de tipo parabólico; la ecuación 
HA (z n s E 
зо llama ecuación canónico de tipo elípiteo. 
La ecuación diferencial 
a (dy)? — 2b de dy + e (as?) = 0 
so denomina ecuación de caracteristicas de la ecuación (1). 


una ecuación hiperbólica la ecuación de características tiene dos 
Ф (ту) = Су, y (z, y) = Су, 0 sea existen dos familias de característi- 


о sea Ja ecuación de características da solamente una integral q (z, y) = C. 
En este caso es necesario efectuar а sustitución de las variables E = p (z, v), 
LL] 


т = os y), donde y (z, y) es una función cualquiera. para la cual jÊ — 
F + 0. Una voz efectuada tal sustitución, la ecuación so reduce a la 


Resolución. Aquí, a=x% b= 0, e= — gt, Û — ас = ry > 0; por 
consiguiente, os una ecuación hiperbólica, 
'scribimos la ecuación de característi 
z (d — y? dz = 0, о bien (zdy + y dz) (z dy — y de) = 0. 
Obtenernos dos ecuaciones diferenciales 
rdy+ydr=0 y zdy—=yd=0 
soparando las variables e integrando, tenemos 


о sea, Ing+loz=ln Ci, 


osea, Iny—Inz=inC,. 


Después de la potenciación encontramos zy = бу e viz = Ca, o ses. las 
ecuaciones de dos familias de características. Introducimos las nuevas varia- 
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bles E = zy, 


jiz. Expresamos las derivadas parciales con respecto a viejas 
variables por las derivadas parciales con respecto a las nuevas variables: 


du CA 
E Ы LII 
ЕЗ PEE E 
Фу e 


^ 
a и) 
A E Aes 
y 


2 
aih) 


i-e RHE 8-0) 
(Beo Hd 


R Li 


justituyendo en la ecuación diferencial dada, las expresiones halladas para 
undas derivadas, obtenemos 
u да ў. Pu a du 
(иаа A U E) 
а [Lu аца шу io 
"(р Ну o 


о sen, la ecuación está reducida a Ja forma canónic: 


923. Reducir a la forma canónica la ecuación 
Po sont ғ. E a ر‎ „ 
g sent z— Dysen zs SEI HU д0. 
Resolución. Aquí a = sen'z, b = — y sen z, c = y. Puesto que b? — ac = 
= рї sen? z — yî зеп? т = 0, la ecuación dada es parabólica. 
La ecuación do características tiene la forma 
son? z (dy) + 2y sen т dz dy + yi (dx) = 0, о seu, (sen dy + y dz)? = 0. 
m Separando en la ecuación sen zdy + y dz = 0 las variables e integrando, 
vemos 
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Efectuamos la sustitución de las variables: E = 3-45, n= y (función 
j. Entonces obtenemos 


S5 & E 


î КЕЛ чт Как 
= ER ex 22) оо 


ud 


j Eyse эзе E киске зш: 
+ Ur AD 
et i 
(den o 
(чч) Az 


Sustituyendo en la ecuación diferencial dada las expresiones para las segun- 
das derivadas, tenemi 


Prod 
Эх бу 


——ÁÁ— € 
: 


senz4- 


(e) se Ere 
a 9 2 1 a 
eere ERE 


Fácilmente se puede mostrar que los términos que contienen Jif 
Y Ray se eliminan mutuamente y la ecuación toma 1а forma 


Lo fe E sen att yet ma =, 


o bien 
mu 
жо 
Puesto que sen == E y ШЕ 


obtenemos 


zn - Finalmente 


924. Reducir a la forma canónica la ecuación 


Resolución, Aquí a = 1, b = —1, e = 2, bt — ae = — 1 < 0, 0 sen, la 


ecuación es elíptica. 
La ecuación de características tiene la forma 


(dy! + 2dr dy + 2 (22 = 0, oben у+у+2=0 
— 1 + 1; obtenemos dos familias de características imagi- 
+ С, е у + 1 + iz = Су. Kfoctuando la sustitución de los 
les & у+ т у noz. tenemos 


573 = 


дь _ д 
A 


sustituyendo las expresiones halladas on Ja ecuación diferoncial, obtenemos 


gu dee Pa PLI 9 1 
а ятон hg tome ени 


8 5, Ecuacior. de la oscilación de una cuerda 
el método 


1. Resolución de la ecuación de la oscilación de una cuerda 
de características | de d'Alembert). Se llama cuerda a un hilo fino que 
зеде encorvarse libremente. Ses que la cuerda está bajo una tensión inicial 
jerte To. Si la cuerda se haco salir de la posición do у se somete a la 
acción de una fuerza cualquiera, ella comienza a oscilar (vibrar) (fig. 55). 
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Nos limiteremos а examinar oscilaciones pequeñas, transversales y planas, 
de una cuerda, o sea, aquellas en que las desviaciones de los puntos de la cuerda 


ton respecto a la posición de reposo sean ; en un instante cualquiera. 
de tiempo todos los puntos dela cuerda están en un mismo plano y cada pun- 
to de la cuerda oscil aneciendo 
en la misma perpendicular a la recta 


correspondiente al estado de reposo 
de la cuerda. 

Tomando esta recta por el eje Oz, 
designamos con u — u (z, £) la desvia- 
ción de los puntos de la cuerda con 
respecto ala posición de equilibrio 
en un instante de tiempo f. Para cada 
valor fijo de t el gráfico de la función 
u = u (2, f) sobre el plano zOu ropre- 
sonta ja forma de la cuerda en el 
instante de tiempo £. 

La función и = u (2, 1) satisface 
la ecuación diferencial 


da 


EIE EA 


donde аз == Тур, f = Р/р; p es la masa de la unidad de longitud (densidad 
lineal cuerda), F es la fuerza que actúa sobre la cuerda de un modo por- 
pondicular al oje de las abscisas, calculada para la unidad de longitud. 
Si la fuerza externa falta, о sea, / = 0, entonces se obtiene In ecuación de 
oscilaciones (vibraciones) libres de una cuerda 
NES 
Tiea ج‎ 


Para una determinación completa del movimiento de la cuerda es necesa- 


zio prefijar en el instante inicial y la velocidad do la cuerda, o sea, la 
posición de puntos y la velocidad de estos últimos en forma de las funciones 
de las abscisas z de los mismos. Sea о | teg" 9 (т), Н Таны = y (2). Estas cone 


diciones se llaman condiciones iniciales del problema. 


Reduciendo la ecuación 2% — 0 a la forma canónica, obtenemos 


la ocuación PL = о, donde E = z — at, y = z + at. La solución general de 


la última ecuación se escribirá asî: u = 6, (p) + 0, (n), donde Ё = z — at, 
л = z + at, б, 6, son funciones arbitrarias. 

in (oeste modo, la solución general de la ecuación de vibraciones libres tiono 
а forma 


v= Ө (z — a) + Ө, (z + at. 


Escogiendo las funciones O, y Өз de modo que la función u= u (z, 1) ai 
las condiciones iniciales indicadas, llegamos a la solución de la ecuación 
diferencial inicial en la forma 


E 


s" ec etie) ү + $ venas 
928. Hallar la solución de la ecuación 


жы Pu a а 
Lr LL F 


Resolución, Como a=1 y (20, u= 
X(2)=x2, Así que 


PEE donde qx 


EMEEN, osoa umrie. 


929. Hallar la solución de la ecuación 


д. " ди 
A کلم ف‎ Ф|, 


Resolución. Aquí a = 2, q (z) = 0, y (z) = z. De donde 
Se 
m j 14 ре quem eal. о sen, n=zt. 


xn 


930. Hallar la forma de la cuerda definida por la ecuación 


na 
en el instante t= j, si ш}, 
Resolución. Tenemos. 


sen (z +at) --sen (zat) 
ыб себ чи ш. 


u=sen sco at ‘elf, o bien usssen -cos at +t 


Si £ = n/(2a), ш == :/(20), o soa la cuerda es paralela al ojo do las absci 


934. Hallar la solución de la ecuación Zë = 


du 
т„=-= 


932. Hallar la solución de la ecuación mat, si 


u| =0. 26 =e. 


933. Hallar da forma de la cuerda definida por la ecuación 
EE en toa tar но 


Resolución de la ecuación de la cuerda por el metodo de 
solución de la ecuación diforoncial 


a2 que satisface las condiciones iniciales. 


зе Lure 
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А LAA LS rables con- 

© te, =¢ (@=буф(@=ф(й= 

DER O OS 
| =0, sp 

puedo ser representada como la suma de la serie infinita: 


kaz 


"m o 


p 


donde 
ei 
sel | م‎ ҖЕ ds, mz (o) sen EZ de. 
$ 


Las condiciones de frontera indicadas se introducen al estudiar las vibraciones 
а cuerda larga 7 sujetada en dos puntos: x = Oy z = 1. 

934. La cuerda sujetada en los extremos z = 0, y z = 1 tiene 
en el instante inicial la forma de la parábola u = wb) x z(l— a). 
Determinar el desplazamiento de los puntos de la cuerda respecto al 
ojo de abscisas si las valocidades iniciales faltan (fig. 56). 

Resolución. Aquí q (2) = (AMI*)-z (1 — z), Y (2) = 0. Hallamos los coo- 


fistentesde la serio que determina la solución de la ecuación de la cuerda osci- 
anto: 


А ; 
sd fo Hn e je itas ne. 
i 


Para hallar los cooficiontes ax se integra dos veces por partes: 


аз == МЕ 


к 
т=ш=, don sen М Е 


T 


a) nes HE EE jme 


o sea, 


; 
—M——— 
Р 


micis асов ds, duo 266, 


eg 0—2 son کک‎ | 0 jeme- 


16h knz |t 16h 
= 15-06 | = چیہ‎ ов miei. 


29% 


Sustituyendo las expresiones para ay y by en la igualdad (1), obtenemos 


D aseos Esen ER 
^ 


Pero si k = 2n, entonces 1 — (—1)* = Oy si = 2n + f, entonces 1—(—1)u= 
= 2; por eso finalmente tenemos 


ALS DELE 
eo. У رلیچ‎ sen DE, 


T 
= 

935. So da una cuerda sujetada sobre los extremos z = 0 y z = 1 

Supongamos que en el instante inicial la cuerda tiene la forma de la 


Fig. 56 Fig. 57 


quebrada OAB representada en la fig. 57. Hallar la forma de la 
cuerda para un instante de tiempo cualquiera t si faltan las velo- 
cidades iniciales. 

Resolución, El coeficiente angular de Ja reta OA ез igual а М), o sn 
ФАП. Por consiguiente, la ecuación de esta recta ев u = (24/1)z, La recta АВ 
trunca sobre los ejes de coordenadas los segmentos 1 y 24, por eso la ecuación de 
esta recta tiene la formo 2/1-+ u/(24) = 1, o bien u = (ФАЛ) (1— 3). Así pues 

QUI z, si 0<:<12 
„ө={ (AIM (==), si grg 


Encontramos 


Yao. 


] 
mien 
à 


; 
EX Еш. ыса 
h 
Integrando por partes, obtenemos 


ш 
áh kaz 2, 4h ү kar 
a |, ri La aoc 


Por consiguiente 
د‎ an o Еч МИЕ. 
à 


Escribimos algunos términos de la serie: 


«is Wc an 


Jim ҖЕ ca کک‎ aan T 


906. Supongamos que las desviaciones iniciales de una cuerda 
еп los puntos z = 0 y т = Г son iguales a cero y la velo- 
inicial se expresa por la fórmula 


E A si |2-12|<h/2; 
а= 0, si [z—12]2 №2. 


Determinar la forma de la cuerda para un instante de tiempo cual- 
quiera f. 


Resolución. Aquí, - el intervalo Jt — k)/2, (+ 
etis EM Sa ifm m a tmo n 
Por lo tanto, ay 


[17 
edo T aas 
od: 
kx(—h) TE 
Lr co ہے[ ا کا‎ 
A کی‎ oos МЕ وہر‎ МЫ, 
o bien, 

Av ah sat ar ЗлА Зла 
te ud (ven ма Son 3 ian З лев Bt 
acr Pm 
PE A B на Pata eR у, 
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937. Una cuerda está sujetada en los extremos z = 0 y = = 3. 
En el instante inicial la cuerda tiene la forma de Ja quebrada OAB, 
donde O (0; 0), A (2; —0, 1), B (3; 0) (fig. 58). Hallar la forma de la 

cuerda para un momento de tiempo 
cualquiera £ si faltan las velocidades 
iniciales de los puntos de la cuerda. 


938. Una cuerda sujetada өп los 
x y z— 1, enel ins- 
tiene la forma u — 


Hallar la forma 
de la cuerda para un instante de 
tiempo cualquiera ¢ si las velocida- 
des iniciales faltan. 

939. Una cuerda está sujetada en Jos puntos z =0 y z= 1. 
Las desviaciones iniciales de los puntos de la cuerda son iguales 
а cero y la velocidad inicial se expresa por la fórmula 


cos HE) 
| x 
91-0 


Hallar la forma de la cuerda para un instante de timpo cualquiera £ + 


$ 4, Ecuación de conducción del calor 


1. Ecuación de conducción del calor para un caso no estacionario. Desig- 
namos por u = и (М, £) la temperatura en un punto Af de un cuerpo homogéneo, 
limitado por una superficie 5, en un instante i. Es sabido que la cantidad de 

a 


calor 20 Psorbida por el cuerpo en ol transcurso del tiempo dt so expresa por la 
igualda 

dr D as dt, 0) 
donde dS es »mento de la superficie, k es el llamado coeficiente de conducti- 


bilidad térmica intorna, $ es la derivada de la función u según el sentido do la 
nomnal exterior a Ia superficie 5. Como el calor fuye en la dirección do la dis- 
minución de la temperatura, entonces 40 > 0 si @ > 0 y dQ < 0 si $ < 0. 
De la igualdad (1) resulta que 
que [fetus 
є 

Calculamos 0 por otro procedimiento. Separemos el elemento dV del volu- 
men V limitado por la superficie 5. La cantidad de calor 20 obtenida por el 
elemento dV en ol transcurso del tiempo dr es proporcional al aumento de la 
temperatura on este elmento a y a masa del mismo elemento, o sea 


y aep av. [7] 


298 


donde р es la densidad de la substancia y y, el coeficiente d 
llamado capacidad calorífica de la substancia. De la igualdi 


0-а { j [ro Zar. 


шош que 


+ ip JH А transformamos la igualdad obtenida de ua modo tal que 
presente o] aspecto 


це 


Sustituyendo el segundo miembro de la igualdad con ayuda де la fórmula de 
Ostrogradiki-Cuuss, obtenemos 


fee MG RR) av. 


De aquí, obtenemos la ecuación diferencial 


a j [E conem e feos (n, D+ cos (n, 3) Jas. 
s 


ES TENES 
at (++ ER). 
llamada ecuación de conducción del calor para un caso no estacionario. 


Si el cuerpo es una varilla orientada por el eje Oz, entonces la ecuación de 
conducción del calor tiene la forma 


EE 
CN 


Examinemos el problema do Cauchy para los tres casos si 
1. Coso de una varilla ilimitada. Se plantea el problema 


solu- 
ción u (z, 1) de la ecuación 


ди 


r1 —=<<+=», 


ue satisface la condición inicial u (z, 0) = / (z), 


оо < z < +00. Aplicando 
método de Fourier, obtenemos la solución de 


ecuación en la forma 


te 
f 19:47 8-260 д, 


u(r, te 


va 


2. Caso de la varilla limitada por un lado, La solución de la ecuación $ == 
=at. DS que satisface la condición inicial u (z, 0) = / (а) y la condición de 
contorno u (0, t) = q (f), se expresa por la fórmula 


x 
i fe 
VR pe a 


ЕЕ 


^ 
entering c [ooy enem anan д. 
і 


3. Caso de una varilla limitada por ambos extremos z = 0 y z= 1. ми 
ol problema de Cauchy consiste en hallar la solución de la ecuación 45 = «7, 09 
que satisfaco Ja condición inicial a£) Igo = 6) y dos condiciones de contor- 
no, por ejemplo, ugs = ule = 0, о bien 2 s. a EI NE 
En este caso la solución particular se Vasa e Pun de ji nc 


donde 


(para las condiciones de contorno u |x 
$ со, ERE 
„= P aye el cog EE + a, 
a 


= u | xı не 0) y en forma de sorie 


donde 


П 
m 59 Mas аиа 
i à 


e ا‎ =0). 
940. Resolver la ecuación $2 =a"; para la siguiente distri- 
bución inicial de la temperatura de la varili 
si >2< 
n orm [s 0, s <z o bien z> z: 


Resolución. La varilla es infinita, por eso la solución se escribirá en la 
forma de la integral de Poisson: 


(para Jas condiciones de contoro -pe 


T pE GI д, 


4 
unn Tuy 
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Como / (s) en el intervalo Jzy, zj[ es igual a la temperature constante u 
э она del folio la temperate Ыра a а 1а le ación presentará el 
aspecto 

РА 
f RA A 


El resultado obtenido se puede transformar on integral de probabilidades 
(vénso la pág. 221). 


2(,)= 


Dr 


En efecto, haciendo (= — 020 V T) ei, dt —2a V T -du, cbtendremos 
-zoya VD 
vis du — nr 
T gean 
-zwa YT Á 
“ez 


ES 
Por Jo tanto, la solución se expresará por la fórmula. 
«e om4 [0 (872)-9 (2=н)]. 


Do gráfico de la función Ф (s) sirvo la curva ropresentada en la fig, 59. 


o bien 


j (EDAD СаО at, 


Tomando (z—})/(2 ут) =, = —2 y7 de, transformamos la primera 
integral utilizando Ja integral de probabilidades, o sea, 


® ET 
Lm ae. 
va] E 


[оз-н]. 


Haciendo (++D/2 УТ) =н, &=2 V T du, obtendremos 


a cerem Y re 5[1-o(777))- 


De esto modo, la solución presentará el aspecto 


э дио ( 


n) 
942. Hallar Ja solución de la ecuación %= = -# (0 < z <l), 
12» 0, que satisface las condiciones inicial 
z si 0<2<12; 
| loa si 12<г<1 
y las condiciones de contorno: ш |x= = |, ва 0. 


Resolución. La solución del problema de Cauchy, que satisfase las condi- 
ciones de contorno indicadas, vamos a buscarla en la forma 


$ n kns 
ute, D= У bpe AUD р 
a 
donde 


t us Г 
к-т) AS | каш?! [E 


Integramos por partes, suponiendo ue, doc sen de, duedr y v= 


kar г 
—dm T o RO 
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Por consiguiente, la solución buscada tiene la forma 


o bien 


ulz, 0-4. 3 Cn алын, Or ORE 
= 
943. Hallar la solución de la ecuación A= quo satisfaco 
E a 7 
las condiciones iniciales 
i—zl, si — 0<z<k 
u(z,tlm=/(1)=¿ 142/l, si —1<z<0; 
0, si a2lyi<-l 


Indicación, La solución se expresará por la fórmula 
n 


P" "y (t+) wang 


(i3) een, 


MEE | 


Efectuando la sustitución z — §/2/ 7) = p, simplificar la respuesta. 
А. Hallar la solución de la ecuación de conducción del calor si 
el extremo izquierdo z = 0 de una varilla semiinfinita está termo- 
aislado y la distribución inicial de la temperatura es 


0, si 2<0: 
ШУ re Uy si O<z<l; 
0 si l<xz 

945. Se da una varilla homogénea fina de 1 de largo quo está 
aislada del espacio exterior y tiene la temperatura inicial f (z) = 
= cz (l — л). Los extremos de la varilla se mantienen а la tem- 
peratura igual a cero. Determinar la temperatura do la varilla on 
ol instante de tiempo t > 0. 

Indicación: la ley de distribución de la temperatura de la varilla se describe 
por la ecuación 48. m ea. , 1а condición inicial u | mo = / (a) = EA 
y las condiciones de contorno ш | „= u | z~; = 0. 
ación de conducción del calor para un caso estacionario. La ecua- 


ción de conducción del calor para un caso estacionario se convierto en ecuación 
de Laplace 


Pu, Pu, дщ 
Lu КЫ 0 © 
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puesto quo j = 0. La ecuación de Laplace se puede escribir en la forma Au = 0. 


Aquí u es función solamente del punto y no depende del tiempo. 
aos problemas que e пити a purae Planas la ecuación de Laplace 
se escribe en la forma 


La ecuación de Laplace tiene la misma forma también para el espacio si u no 
depende de la coordenada z, o sea, и (M) conserva un valor constante al despla- 
zarse el punto М por una recta paralela al eje Oz. Efectuando la sustitución 
¥= созӨ, y= rsen Ө, la ecuación (2) so puede transformar de modo quo 
se exprese en coordenadas polares: 


ôu _ ди de 
= E cos 0+ sen O, 

Pu ди гу д 

ЖЕ = jr uM 0 +2 мп Ө cos 04 TI sen? 0, 
ди _ ди du 

dé cm Od reos@, 


+ i r cost — 1 cos 9— rson 9. 


Эг бу 
De aquí, 
¿Pu Qu | дш 
пат + A 
o bien 
Pu de, Pu 
DEP e 


Con la ecuación de Laplace está vinculado el concepto de función armónica. 
La función se llama armónica en el dominio D si en este dominio el 
m derivadas el segundo orden, inclusiv 
ecuación do Laplaco. Así, ecuación (1) la función u = 
; et armónica en un dominio cualquiera 
al 


. domini. 
Ё EA 
ecuación (2). 
El lema consistente en determinar una fanción ш que sea armónico 


que también 
1 (M), dondo f (M) = f (=, y, 2), es una función definida continua sobro 5, 
ha recibi 
946. Hallar la distribución estacionaria de la temperatura en una 
varilla fina que tiene la superficie lateral termoaislada, sí sobre los 
extremos de la varilla u | xo = uy и | z; = шщ. 
Resolución. El problema de Dirichlet para un caso unidimensional reside 


en determinar de la ecuación de Laplace 73 = O una función u que satisfaga 
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Jus condiciones de contorno w | mes = ш, ш | x = uj. La solución general de 
1а ecuación indicada es и = Az FB y, teniendo en cuenta las jones de 
contorno, obtenemos 


AH 


o sea, la distribución estacionaria de la temperatora en una varilla fina quo 
tiene la superficie lateral termoaislada es lineal. 


947. Hallar la distribución estacionaria del calor en un espacio 
comprendido entre dos cilindros con el eje común Oz a condición de 


que sobre las superficies de los cilindros se mantenga una tempera- 
tura constante. 


de Фейт: pasar alas coordenadas cilíndricas considerando que и по dopen- 
lo de O y x. 


$ 5. Problema de Dirichlet para el círculo 


Supongamos que so da un círculo de radio R que tiene por centro el polo O 
del sistema polar do coordenadas. Vamos a buscar una función u (r, Ө) que sea 
armónica en el circulo y satisfaga sobre su circunferencia la condición u Î yay 
= 1 (8), donde е una función dada continua sobre la circunferencia. La 
función buscada dobo satisfacer en el círculo la ecuación de Laplace 


10) 


Para la resolución do este problema nos limitamos a aplicar el método de 
Fourier. Supongamos que la solución particular se busca en la forma 


u = 009-7 (8). 


Entonces obtendremos 
19.07 (1)-7 (8) + r-0* (r)-T (0) + 0 (1)-7* (Ө) = 0. 
Dividimos las variables: 


тө) +0" 09-7-0709) 
TO @ a 
Igualando cada miembro de la igualdad obtenida a una constante — 4%, obtene- 
mos dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 
T'(--M-T())- 0, 0° (A + r0 0) — 100) 0. 
De ello, para k = 0 obtondremos 
T(0)=4 +88, e 
Q()=C+Dlnr. (8) 
Pero, si k> 0, entonces 
T (8) = A cos Kê = B sen kê, w 
Pl ate O л 
о sa, m= + К. 
Por consiguiente, 
om = Ch + Dra. 5 
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Notemos que u (r, 8), еп tento función de 0, es una función periódica соп 
Чо 2л, ya que para una función unívoca las magnitudes u (r, 0) y u (r, 8 + 22) 
¿oinciden. Por so do la igualdad (1) resulta que Й= 0 y enla gualded (i) b pues 
de tomar uno de los valores 4, 2, 3, . . (E > 0), Luego, en las igualdades (3) 
y (5) dobe ser D == 0, ya que en caso rario la función tendría una disconti- 
Жие en el punto r = 0 y no sería armónica en el circulo. De suerte quo hemos 
obtenido un conjunto innumerable de soluciones parciales de la ecuación (1) 
Que son cogtipuas en el círculo y que pueden ser escritas (cambiando en cierto 
grado E designaciones), mde ee ыза Са suoi EUR 

SO = AU up (r, 0) = (An cos sanda (= f, 2, 00d 
"e аттаба ahora” la función ^ 


u(r, 0= t+ Y) (An cos n0-+Bn sen n) rm 
= 


la cual, a la linealidad y homogeneidad dela ecuación de Lampace también 
sirve de solución de ella. Queda рог determinar las magnitudes 40, An, Bn, 
de modo quo esta función satisfaga la condición u | p.n f (0), о зва, 


Ae J} (An cos 0-4 Bn son n6) А". 
- 


Aquí tenemos ol desarrollo de la función / (Ө) en serio de Fourier en ol intervalo 
[—x, л]. En virtud de las fórmulas conocidas encontramos 


100) =. 


mL fts Arma | Ho contas, 
E Es 


А 
ват | 10 sonnet. 


modo, 


tom] sol: 7)" -<osn(—0)] а. 
E 


Simplificamos el resultado obtenido. Haciendo МЕ = р, v— O = t, 
representamos la expresión puesta entro corebetes on la forma 


L| orcos nte Y) oneri. 
= = 
Examinamos la serie 
$ eo = 5) ре совла Ў) pF sennt. 
E E & 


Esta sorie converge para p <4 y su suma es igual а 


d rds 1 METTTTEN 
Тра —i—peot—ipseni — 4—2рсоз{+-р# ^ 


306 


Por consiguiente, 


" d. ipet i 0 
E дар 


о bien, retornando a designaciones anteriores, nos queda 
AT mon 
ut, Sez | erase е 
Hemos obtenido la solución del problema de Dirichlet рата el círculo. La fate- 
gral que está өр ol segundo miembro se llama integral de Poisson. 


948, Hallar la distribución estacionaria de la temperatura sobre 
una placa homogénea redonda fina, de radío R, cuya mitad superior 
se mantiene a la temperatura de 1° y la inferior, a la de 0°. 


Resolución. Si —n < т < 0, entonces f (т) = 0 y s 0 < t < л, f (ч) = 1. 
La distribución de la temperatura зе expresa рог la integral 


Mr 


1 
П 
% 9 | SE 


Supongamos que 1 punto (8) está en e somicíreulo superar, о son, Û < 

«o <a; entonces — D varía do ê а n— O y este intervalo, do longitud я. 

no contiene los puntos л. Por eso efectuemos 1а sustitución tg ne -i 

do donde cos (s — Ө) ef, + dt = fs - Entonces obtenemos 

seem a 
трут 

-wiem [LRL 

xu Rir ¿y | шөл) _ 

eee (REI) | en 

R. e e 

A 


(oe +e $) П mn 
EE E LL 
к—т 
о bien, 
mos 


tg (7) = — Rr send 


Como el segundo miembro es negativo, esto quiere decir que 0О<Ө<л» 
lace T desigualdades 1/2 u cr 1. Para esto caso obtenemos la solución 


me a 
eig 0«9«2. 


= 5, o bien u= 


а-и 
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Pero, si el punto se halla en ol semicírculo inferior, o sea, л < Ө < 2л, entou- 
ces elintervalo |—9, n—0! de variación de т — Ө contiene el punto —a, pero no 
contiene el 0 y podemos efectuar la sustitución cig FÊ =t, de dondo 


cos (50) =p] y dt = — ÊÊ. Entonces para estos valores de Ө tenemos 


i Ее а=‏ | س 
d * alom сс ты‏ 


1 R=r 8 Rr 8 
= [ore qe; e) rn Ur]. 

Roalizando transformaciones análogas, encontramos 

ar р (б< Ө <2. 
Puesto que ahora el segundo mlambro es positivo (sen Ө < 0), entonces O < 
xu do. 

949. Hallar la solución de lace para la е interior del 
anillo 1< r« 2 do modo que satisfaga las condiciones de contorno 
ule 0, ulum Yo 

Indicación. Introducir las coordenadas polares. 


Capítulo VII. Elementos de la teoría 
de las funciones de variable compleja 


$ 1. Funciones de variable compleja 


Supongamos que una variable compleja z = z + yt toma todos los valores 
posibles de cierto conjunto 2. Si valor de z del conjunto Z se la pued 
Poner en correspondencia uno o varios valores de otra variable compleja ws» 
T 2 ik Coes ja variable compleja w se lama función de s en la fn E 
y so escribe w = 

Та función w = (a) se аша uniforme (univoca) si a cada valor do s del 
conjunto Z se le puede poner en correspondencia un solo valor de w. Pero si 
existen valores do x a cada uno de los cuales se lo pueden poner en corresponden- 
cla varios valores de w, entonces la función w = / (s) se denomina multiforme, 

Si w = и + vt es función de z = z + yí, entonces cada una do las 
Mes u y v es función de = e y. o sea, um u t, y), Um v (z, p). Al contr 
sip = u (e. v) cE o (z, ун, donde u (e y) y v des i) bon funciones rulos do z 
Entonces w so puedo considerar como función de Ja variable compleja s = z + yi- 
En efecto, cada número complejo s = = Ф Jt tiene en correspondencia cierto 
par de mómeros realos (s у) y * esto par de números le corresponde uno o varios 
valores de w. 

So dico que la función uniforme w = / (i) para  — c tiene un límite doter- 
minado € (e y C son números complejos) si para todo número e > 0 existe un 
ponere 8 > Û tal que de la desigoaldad, (E — cl < 0 remite la desigualdad 
6) = c. 


ПРЕ) — C < e. "Еп este caso se escribe 
La función w = (s) se lama continua en el punto з, si lim / (2) = f (s). 


La función que es continva en cada punto de cierta región D se denomina conti- 
mua en esta región. 

Examinemos una región D limitada una línea cerrada no nodal T. 
Esta región se dico simplemente coneza (fig. 60). 

Sî una región D está limitada por dos líneas cerradas, disjuntas y no noda- 
les, T, y Ту, ella se dice doblemente coneza (fig. 61). 

Sea T, la línea exterior y Г, la línea interior. La región es doblomonte cone- 
xa tambión en el caso en que la linoa Т, doganero en punto о e arco de una lf- 
nen continua. Análogamente, pueden ser idas iones triplemente conexas 
y cuádroplemente conexas, etc. En la fig. 62 se muestra una región cuádruple- 
mente conexa. 

Las funciones de variable compleja e*, sen z, cos z, sh z, ch z eo definen 
como sumas de las siguientes series qne convergen en todo el plano de la 
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riable compleja: 
et ا‎ 
sui +... 


HRS 


Mar oye d^ 
Para las funciones de variable compleja es válida la fórmula de Euler: 
ed = coss isens 
De esta fórmula resulta que 
аһ и = isons, ch sto coss. 
Las fórmulas que se conocen de las matemáticas olementales 
A, qute non, 
зеп (и & 24) = Sen # COS £y + соз з BOD зу, 
соз (s, E 54) = COS 5, COS s, + зеп £, SON 14. 
son justas también para los valores complejos de los argumentos # Y 24+ 


ai 
sh se E 


Fig. 60 Fig. 0% 
Й Й 
a 
«» d 
^. 
(CAN 
т о T 
Fig. 62 Fig. 63 
Las funciones sim (n € N), In а, arcem z, aroos a, arctg £, so дейшп como 
inversas con resp cto a las correspondientes s^, e, seh z, соз, 
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tg == son s/coss, Con ello las funciones 1/9, Ln s, aresen z, arccos s, arctg x 
son multiformes. 


Se puede mostrar que 
Laz=Lop+(p+2)1 (E2), 
donde p= |s| y p= args. 


950. Se da la función w 
sif):—1-52)2—2— 
Resolución, Tenemos 
i: Е 
2v-Q- 


+ s. Hallar los valores do la función 
3)2= 6 4) 2= —1. 


а+1+1= 1435 
2—=4-ш—1+2—4(=5((—1); 


% 


(ра etw 


951. So da la función j (2) = z* + yi, donde z = z + yi. Ha- 
Mar: 4) f (1 +20; 2) f (2-30; 3) f (0); 4) f (78. 
Resolución. Tenem: 


os 
= 4 2) =1 
HE 5 jd а 


ZO ts 
Tak yack Cn 


952. Mostrar que la función w = | z | es continua ра! 
s га de 


letolución. Como la diferencia de dos lados de un triángulo no es mayor 
qua шөт ido, entonces 


faleta <p e 201 


63). Sea 0 < Û < в, Entonces, de la desigualdad | s — z | < la 
Sd ey Ta sil er а i ЕЗИ 


es una función continua. 


un valor 


953. Mostrar que w = 2? es continua para un valor cualquiera de 2. 
Resolución, Tenemos 1% — {= (z — 24) ( + zo). Күү entonces 
за айлего positivo M tal, que ê capas lb дый аайы Т = Мы © 
<м. 
dl =e +l <I — iE E SD 
<2M|2—30l. 


Tomamos 6 < e/(2M). De la desigualdad | z — s, | < 6 so deduce que 
14 — sf | < 246 <2M-e/(2M), 0 sen, | 2" — 131 < в. 


De suerte que lim 2? = xj, o sea, w = z* es una función continua 


954. Hallar In (V3 i). 


Resolución. Tenemos а = V3 + f, p = | 3| = 2,ф= arg = arctg (1/3) 
= nib, о sea, 1а (8 + i) = In 2 + (lê + 2kz) t, k€ 2. 


зи 


955. Calcular cos (2/2) con precisión de hasta 0,0004. 


Resolución. Puesto que 


EE 
si AT 


hallamos 


i++ а tmh ,1276, 


956. Se da la función w = е". Hallar su valor: 1) para z = sti/2; 
D раз = я Di 3) рага z = 1 + (1/2 + 2л), donde k EZ. 

57. Sa da la función /( 1@ = ia — 0), dondo к= z + yi 
uo d+, f(D, /@— 20. 

ов\таг que © = Qu se une función continua. 

909: Hallar la @— 

960. Mostrar la validez de la igualdad sen i-chi = ¿cos -sh 1. 

961. Resolver la ecuación cos z = 2. 

=ч Hallar агсзеп i. 
rminar sen i, caculando la parte real y la parte ima- 
EUH ia con precisión de hasta 0,0001. 

¿A qué es igual sen (x/6 + 0? Calcular la parte real y la 

parto imaginaria con precisión de hasta 0,001. 

965. Se da la función / (z) = е". Hallar sus valores en los pun- 
tos: 1)2=522=1+ai/2 


$ 2. Derivada de una función de variable compleja 


Se Mama derivada de una función uniforme do variable compleja w = / (5) al 
limita do Ja relacións = КЕРА Ha as, de cualquier modo, tiendo a cero. 
De esto modo, 


Я эе m LSD 
LU ER. 


La función que tiene una derivada para tal valor de «se Mama derivable 
(o monégena) para este valor 109 es uniforme y tiene. 
una Ea onde ponis de d fern Ds ) entonces esta función se de- 
alitis en la región D. 

Tanción w = f (s) = u (z, y) + iv (s. йе дайзын sic 


= z + и, entonces еп esto punto existen las derivadas parciales” , j 
además, estas derivadas están vinculadas por las condiciones 


E. Y 

уз a 

ш diciones de Cauchy Riemann- 

E onas de Cauchy Riemann son condiciones писана, de deri- 
vabilidad de la función w = 7 (s) en el punto z= z+ yi. 
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du de du de 
Inversamento, si las dorivadas parciales j, jE SE, jz son continuas en el 
punto z = z + yl y los condiciones de Cauchy—Riemenn jE > -£ 
ж cumplen, entonne la función tw = / (e) es derivable өп el ponto z= z + gi 
La deri parciales de las 


ida de la función f 
O ra 
аы ды P 


DORT a a UR 
Las derivadas de las funciones elementales s^, e*, cos z, sen 


arccos з, arctg s, sh Ar py чете а ا‎ Н "рата el 
argumento real 
(ny =n- (arcsen 3) =1/ Т, 
(y se (arecos s) = —1/YT=A, 
(cos 3)! = —зеп:, (агец 2) = 1/ (143), 
(son у= cos s (9h sy =chs, 
(a) tjs (cha) e sh s. 


966, ¿Es derivable la función f(2) = y + zi? 
Resolución. Encontramos 


ди E) Ф 
uy vz, aa xe و‎ 


Una do las condiciones de Cauchy—Riemaun no se cumple. Por lo tanto, la fun- 
ción dada no es derival 


967. ¿Es derivable la función f () = (z* — y?) + 22002 
Resolución. Tenemos 


ди 
Pp, d 
umo riy) Gima, 
ду LN $us de 
е. Gy uU 


Y (a) = 2z p 2 = 2 (z + yn = 22. 
La derivada / (s) puede ser determinada también de esto otro modo: 
1) = (e + y= e, f()=% 
968. ¿Es derivable la función f (3) = e“ cos y + i«& sen y? 
Resolución. Hallamos 
u=excosy, v=e sen 


ди ди 

тесир sens 
LN LN „ _ дф ôu 
IEn garon Sr X » 
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Las condiciones de Cauehy—Riemann se cumplen, Luego tenemos 
r 6) Lom cos y 416 зеп yeh (сов y -Hi sen p) = 
ENE e, 
о, de otro modo, 
FO) = е^ (оов y + Esen у) = єчї ети е, foe 

969. Se da la parte real u (z, y) = z* — у? — z de la función 

derivable f (£), donde z = z + yi. Hallar la función f (2). 
" qu. de 

Resolución. Encontramos = 22—54. Comos = E] (en virtud de una 
do las condiciones do Cauchy—Riemans), entonces $ = 2z — 1. Integrando, 
hallamos 

(a y) = 2y — y + 9G) 

dondo Ф (s) es una función arbitraria. 


Utilizamos otra condición de Cauchy-Riemann: AR Puesto 


que Le 24 +9" (z), entonces D —2y— (a). 
Poro do los datos del problema hallamos que $ = — 24. Por consiguiento, 


—Yy-9()=-Y v (0) = 0, (2) = С, 


de donde 
10) 
9 bien 
f(s) = (2 + yi)" — (z + yt) + Ct, о sea, f (1) = 1t — s + Сү. 


970. Se da la parte imaginaria v (z, y) = т + y de la función 
derivable f (2). Hallar esta función. 


zd sy — y + C) it yt Rayt — (e + и}, 


деиш. Tenemos mt; por consiguiente, ft (do acurd con 
la condición de Cauchy-Riemann), Por eso 


uo) о), 


а 
^^ 
Poro 25, —#/, Por lo tanto, 9 (y) = —1. Integrando, encontramos que 
9 (y) = —у + C. De aquí u= 2 — y + С. Así, pues, 

I= аус у) = @ + (є+ и) + С, o ма, 700) = 

-T0:4C. 

971. ¿Es derivable la función f (2) = (z + y?) — 2zyi? 

972. Mostrar que la función f (2) = (22 — 3zy*) + i (32* y — y?) 
es derivable y encontrar su derivada. 

973. ¿Es derivable la función f (z) = sen z ch y + i cos z sh y? 
Si lo es, hallar su derivada. 
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974. Determinar las funciones reales q (y) y w (2) de modo que la 
función f (д = e (y) + i (2) sea derivable. 

975. ¿Para que valor de À la función f (+) = y + Azi es deriva- 
blo? 

976. ¿Para qué valor de a la función f (z) = az (donde z = 
—yi) ез derivable? 

. Se da la parte real и = 2* cos (y Ìn 2) de la función deriva- 

ble f (2). Hallar esta función. 

978. Se da la parte imaginaria v = sen zsh y de la función 
derivable f (a). Hallar esta función. 


$ 3, Concepto de aplicación conforme 


Supongamos 4e; enplíticn on la región D. Fijo- 
mos cierto valor de z = = + yt. А este valor de z la onde un valor 
terminado de w = u + vi. ESTE UE UTE MR 
lo corresponde un posto determinado (s, Y) sobre ol Plane 101 

Si el punto (z, y) sobre el plano 20у describe cierta linea T situada on la 
región D, entonces el punto (a; Y) sobre ө] plano vOv describirá la línea I^, A la 


línea T" Ја llamamos aplicación de la línea Y sobre ol plano и», por medio de la 
función analítica w = f (5). 

¡Tomamos sobr la fines Г el punto 3, = zy +, yo. A este punto le corres 
КОКК a línea 1°. Trazamos la tangente La la 


pera qu 
o ccfopeendido entro la directa Inicial y a api. 

en Tuc ít 5 CET TI 
(1) 4 0. 

Examinernos otra línea y que también pasa el to (zo; y su 3 
cación, o an, la Hs y q pasa porel punto Tusi КАЗ Dd eria 
n el punto G a tangente a Y en el punto 

Pa Че y de Ta reota} EE Wisi ia P, también on este 
сазо hac Je que el бадр de relación os 
ual a (e) lel valor 8 1a derivada nó depende de la seletción de una curva 
que paso por el punto (zy; yo); fig. 64] 
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Si y son los Ángulos que forman Tas tangentes д y con el eje Ox, y y” 
Por consiguiente, — 9 = 


ге el módulo de la derivada en el punto (zo; 


di 


" 


y Y 


Fig. 65 


Así que | £ (zo) es la magnitud de distorsión de la esc 
al efectuar la aplicación con ayuda de la fonción w = f (2). 

Por lo tanto, si un triángulo infinitamente pequeño en el plano zOy se 
aplica con ayuda de la función w = / (i) sobre el plano uOv, se obtiene un tri- 
ángulo curvilíneo infinitamente 0 que es semejante al inicia) debido a la 
igualdad de los ángulos correspondientes y la proporcionalidad de los lados һо- 
маш. (en el limite). 

a aplicación con ayuda de la función analítica w = f (2) se llama aplica- 
ción conforme. 


en el punto zp 


979. Con ayuda de la función ш = 1/z aplicar sobre el plano 
uov los puntos: 1) (1; 1); 2) (0; —2); 3) (2; 0). 


Resolución. 1) Al punto (1; 1) le corresponde el valor de == 1 + í; por 
consiguiente, 


c ——— 
ee ANA 


preise mecs „ы 
Fender ALL iere rr Мааны 
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980. Con ayuda de la función w = 2* aplicar sobre el plano uOv 
la línea y =z. 

Resolución. Tenemos 

- = کے‎ зди — As! ун = (0 yy». 
Erde uem Pri ае lo 08399 + 0 a6 

um 25 — Згуї, vm yy. 
De las ecuaciones obtenidas y de la ecuación y = 
u=-20, v=2, osn 

Por lo tanto, de aplicación de la bisectriz de los ángulos do 1 
PA n del. sistema O sirve la к илин! 
isectriz do los ángulos de las хай. 


coordenadas 11 y 1V del sistema NP 
иб». 


981. Seaw = z y que z 
describe el cuadrado que es А с 
definido por las desigualdades 
0<:1<1, Oc yet. ¿Qué 
región describe ш? 

Resolución. Tenemos. 

(atm PL gut Fig. 96 
umy, rn. 

Hallamos las aplicaciones de los vértices (fig. бб). Si z = 
сез u = б, v = 0; si z = 0, y = 1, entonces u = —{, v = 0; 
entonces u = 4, v m= O; si z m у = L, entonces u = 0. v = 2. 


Hollamos las aplicaciones de Jos lados dol cuadras 
z3, v= 0, о sea, р = 0, u > 0, es el segmento OB, del 


A O0 BV 


y’, v= 0, o sea, v= 0, u < O, os el segmento OA, 
Cys ra £ 2jy eliminando æ, obtenemos u = vt, 
ie une los a 

BC re шс ту чә dy: eliminado y, oblenemos u = 4 — Vi, 
o sea el arco de la pario que une los puntos Bj (1; 0) y Ci (0; 2). 

Así, pues, de aplicación del cuadrado sirve el triángulo curvilineo limitado 
por las liens v = б, u = 14 — 1, u == 1 — АЙ y situado en el semiplano su- 
Perior. 


982. Con ayuda de la función w = 2z + 1 hallar la aplicación 
de Ja circunferencia 2% + y* = 1 sobre el plano Ov. 


Resolución. Tenemos 
w= 2 (е = уи) = 1 = (2r + 1) + 2и, 
do donde u = 2z + 1, v = 2y. De estas dos igualdades hallamos z = (и — 49/2 


y = 0/2. Sustituyendo estas expresiones en la ecuación de la circunferencia, 
obtendremos 


MP4 =4. 


De suerte que la aplicación buscada es una circunferencía con radio igual 
а 2 y centro en el punto 0 (1; 0). 
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983. Con yuda de la función w = z* aplicar sobre el plano uOv 
las rectas z = 2 0 y = 

984. Con ayuda de la función ш = — z* aplicar sobre el plano 
ибо la recta z +y = 4. 

985. Con ayuda de la función w = iz + 4 hallar las aplicaciones 
de los ejes de las coordenadas sobre el plano 10». 

986. Explicar el sentido de lu aplicación sohre el plano u0v por 
medio de la función w = e'z, donde Ф es constante. 

987. Se da la parábola y = 2°, Aplicar esta parábola sobre el 
plano uO por medio de la función w = 3+ 

988. Mostrar que el ángulo formado entre las rectas y = 1 e y = 

ción w = (1 -+ ғ + 


no varía después de la apl 


$ 4, Integral de derivable compleja 
„бота es sabido, la curva Г se llama suave si Цепе una tangente de variación 


TA curva se donomtan suave a trozos si está compuesta por un número 


Ax función do variable compleja w = МЮ que es continya en certa 

¡en Г una curva suave arbitraria ubicada. la región D. iminemos. 

m "Una curva que tenga. poro EA el ETA PH as punto se 

Dire esto arco ed п partes coi ое Eos Hs fgs - 
ap зз = 2 situados ==; 

Yalbios la suma 


E OM ACD en en. 


donde, Ay = ba Maas ATM Sen A la, mayor ente Jas 
magnitudes | зы XN ES ja vaa М cierto 
Tot toto kima ha тешїї el nombro de Integral de la función  () sobro el 
arco de la curva T, comprendido entre los puntos # y з, O sea, 


f 1 (5) dem im M (5) Asa -f (5) Ai b e +f lanai) Amal 
H i 


о reduce a dos. 


Sl (a) = и (2, y) + fo (z, y), entonces la integral | f (5) ds 
integrales curvilíneas do las funciones reales con ayuda de la fórmula 


pee Jets nasce marte fom saatu t, tre 
ғ H 


Sea T una inea suave а trozos constituida por l из partes suaves ыйы» 
tonces la integra] sobre esta linea so puedo determinar Valiéndoso 


NAUES 
[23 0001 

fo Tree prem] 16) ds. 
тү гу 
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Si f (s) es una función analítica en una región D simplemente conexa, el 
valor de la integral Íj (s) ds tomada a lo largo de una línea arbitraria Г suave 


a trozos, perteneciente a la región D, no depende de la línea Г y se determina so- 
Temente por las posiciones de los puntos inicial y final de esta línea. 
Para toda función analítica | (1) en cierta región D simplemente coneza la 


integral | Ys) de tomada sobre cualquier contorno cerrado y, suave а toco, que 


esté en la región D es (qual a cero (Teorema de Cauchy). 


7 
Exeminemos la expresión Р () = f f (t) dt. Aquí por camino de integra- 


ción so toma una Ипев arbitraria T, susvo a trozos, que esté en la región D y 
¡ne los puntos soy =. So supone que la función / (4) os analítica en Ja región D. 
Se puede mostrar fácilmente (2) = / (з). La función F (s), cuya derivada 
es fuel озю Шаша Junclón рии con respecto a da Tamsin f (y Ste 
conocida una de las funciones primitivas Р (з), entonces todas otras funciones pri- 
contienen en la expresión Р (z) + C, donde C es una constante ar 

itrari: ista expresión F (:) + С se denomina Integral indefinida do la fun- 
1). AL igual que para las funciones reales, aquí se cumple 1а igualdad 


ITI 
E 


(fórmula de Nowton— Leibniz), donde Ф (+) es una función primitiva cualquiera 
con respecto a f (5 

Cara hallar una función primitiva con respecto a una función analitica 
1 (e) so aplican las fórmulas ordinariae de integración. 

Examinemos п + 4 líneas cerradas suaves а trozos Jw duo Yes dr 
fuera de las demás y todas 


jes quo cada una de las líneas Yi, y, 
50 encuentren dentro de yy. El to de puntos que estén simultánea- 
dentro de yo y fuera do Pi, Ya, - » -» Yn es una región D de conexión múl- 


me 
tiple (n + 1). 

Soa f (e) una función analítica en la región D (incluyendo los valores sobro 
los contornos Yo, Pi Үз, < ==» Yn). En este caso se cumple la igualdad 


лов rider ло | roa. 
E E h + 


989. Calcular la integrala | f (2) dz, donde f (2) = (y +1) — zi, 


d 
AB es el segmonto de la recta que une los puntosz, = 1 y zp = — i 
Resolución. Tenemos u == y + 1, v = —z. Do aquí, 


IMS 
ds 


کچ چ eme‏ 


4 
=-ч+{ 
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ES все [^ ал. 


i—i Ute _ 
Ho 


2 


a. 
989a. Hallar el ángulo de rotación y la razón de aplicación en 
el punto z = — 2i para la aplicación W = Č 


lesolución. Como el й краны de aplicación se encuen- 
tran M Ла derivada en el punto dada, derivamos ја función dada, 


2 (2-1) @—1)—(-++0* 


[en 


EK [ex] жг: a 
r= < (contracción). 


990. Calcular la integral Û 709 dz, donde f (2) = z* + pîl, 
AB os ol зоо dela recta qué une los puntos A (1 + 4) y B (2 + 
+30). 


w= 


En el punto n= — 


Resolución, Tenemos u = 2%, v = y"; de suerte que 
$ зе. PNGIRHT, yt dez dy. 


Puesto 1 ¡ón z* dz — 
m^ s legales эп at segundo mi 


зи diferencial total, la primara en: 
la igualdad so calcula como la inte- 


| sara] nn | en $[- 


Ав 
21.3. 4 
E CE E 

Para calcular la segunda integral escribimos la ecuación de la recta АВ: 


ES] 


Ф215, оза, gen-i 


De donde dy = 2 ds, y 
2 
je d j [T ju 4+1) dr 
092945) E 0— 1, 
Por consiguiente, | 16) — f +91. 
E 
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990. ¿En qué puntos del plano el ángulo de rotación de la apli- 
cación W = E es igual a cero? ¿En qué puntos el coeficiente 
de estiramiento es igual a 1? 

Resolución. El enunciado del problema suj , ante todo, la determinación 
de tales puntos, en los cuales la aplicación dada es conforme, ya que sólo en 
estas condiciones se puede hablar del ángulo de rotación y del coel 
estiramiento. Hallamos 

POETE ESTER E 
шшш ——` : TA 

Puesto que W’ (2) + 0 para ningún valor de z, entonces la aplicación dada 
es conform todo el plano con el punto sacado z = —і. El ángulo de rotación 
а de esta aplicación en el punto 2 será 


E ёз (y +1) — 2i (2? — (y +2)? 
и й 


[zm 


El número W’ (2) será real si Im W” (z) = 0 y positivo si, además, Re И” (z) > 
> 0, o soa, 


—— | 


Im W' (2) = 2!—(y-- 10 (и) 29 ia 
Вей" (у= —ár (p.700 P 0 (040) 02 Y 
De suerte que el ángulo de rotación de la aplicación dad La cero en 
los рш recta у = —2 — 1 cado z = coeficiente. 
de estiramiento en el punto z es i segs до del pro- 


blema este coeficiente debe iguala . por consiguiente, 


ACI =1 © u+ =? <> guy 


es decir, la ecuación de la circuntorencia en la forma comple 
punto а= —í y radio Y 2. 


con contro en el 


p" 
991. Calcular la integral j zdz. 


Resolución. La función subintegral es analitica. Utilizando la fórmula do 
Newton —Leibniz, obtenemos 


1 1 
FA A не 


992. Calcular T Zdz, donde y es un contorno cerrado, х = cost, 
` 


y=sent. 
Resoluctón. Puesto quo 7 


z — yi, dz = dz + t dy, entonces. 
Û Fac f ачна eres 
Н > H 


La primera integral del segundo miembro es igual a cero como integral de la 
diferencial total sobre un contorno cerrado. “ 
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Al calcular Ja segunda integral hay que tener en cuenta que dz = — sen t dt, 
dy = cost dt. De aquí, zdy — y dz = cost t de + sen? t dt = dt; finalmente, 
obtenemos 

эл 


Jai anim. 


993. Calcular (S5, donde y es una elipse, z—3cost, 
= 


ym o 7 


Resolución. La función subintegral es analítica en la región limitada 
por esta elipse, por oso | r0. 
5 


994. Calcular donde y es ta circunferencia |1— 


j 
ur 
y 
-@+0)1=1. 

Resolución. La ecuación de la circunferencia se puede escribir en la forma 
(APF (0 00 1, o bien z= f+ cost, ye 1 + sent, о blen 


amd et. 
En la región limitada por la circunferencia y la función subintegral no es ana- 
Иса, ya que en el punto z = 1 + (que sirve de centro de esta circunferencia la 


función so convierte en infinito. 
Puesto que de = telt dt, entonces 


j 


E 


995. Calcular e. donde y es la circunferenci 
> 


at ua 9 
= | = | а-га. 


° 


es más 
eortados dos отоо | 2 — 1 | e 7, 
tud suficientemente pequeña (lig. 6 


[ride Frog f 1094. 
y ^ ^ 


una magni- 


dondo v, es la circunferencia | z — 41 = 
Puesto que 


entonces, 
[ro 
Н 


EE 
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las funciones subintegrales son analíticas en las regiones 


Por consiguientes 
ada AN pour z=i re. CS 
or do tan 
Ims I E 

те! ы 


те 


Los sumandos primero y cuarto en el segundo miembro son iguales a coro, ya que 
з 


pepe 


Y Fig. 67 
996. Calcular la integral Í / (2) dz si f (2) = y + zi; T es la que- 
т 
brada ОАВ con los vértices en los puntos z, = 0, z4 = i, 25 = 1 + i 
Hallar el ángulo de rotación y 1а rezón de aplicación en el punto 
2, para la aplicación W = f (2) 
996. W = 27, ь=1—1. 
996b. W = L, z = 2. 
996e. W = u + iv, donde u = e cos z, v = — e sen z, s = i 
997. Calcular la integral » 22 dz si AB es el segmento de la recta 


que una los puntos z4 = 1, TEMPS 

Hallar los puntos del plano en los cuales el coeficiente de estira- 
miento de las aplicaciones siguientes sea igual a 1. 

9972. W = 

W = P — 2: 

Hallar puntos del plano en los cuales el ángulo de rotación de las 
siguientes aplicaciones sea igual a cero 

997e. W = 2. 

9974. W = ix. 


998. Calcular la integral IE donde y es la elipse zt/a* + 


+=. id 
999. Calcular la integral E donde y es la circunferencia 
5 


(2—4): (31-1. 
1000. Calcular la integral ез Æ, donde y es la circunferencia 


met, 


n KELE 
1001. Calcular la integral f a da, donde 
y es el círculo | s| < R y 2, y з, sen puntos interiores do esto círculo, además, 
эзең. 
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$ 5, Series de Taylor y de Laurent 


Supongamos que se da una función f (), analítica en cierto entorno del 
punto a. Examinemos la serie 
10) Це رمم‎ 0 аа چ‎ aah 


Esta serie ге llama serte de Taylor de la función / (a) y dentro de su círculo de 
convergencia expresa la función f (z), o sea, dentro del círculo de convergencia 
se cumple la igualdad 
f (e) f 
17 Ha) - EPIA p Gases 


Si a = 0, la última igualdad se escribe en la forma 
rara s+ IA 


En esto caso se dice que la función f (+) está desarrollada en serie de Maclaurin. 
Examinemos ahora dos series; 


4 
= cum Tunt w 
Ao + A, (z — e) + A (£ — n Aa (3 а... a 


La región de convergencia de la serie (si esta región existe) so defino 

por je desigualdad | 5 — 41 > r. Si existe la región ораса de ja s 

` serie, ella so define por la desigual- 

id | 3 — a] < R. Entonces, a condición 
de que r < Я, para la serie. 


A4 Aa 4. 
Tes (2— a) + (a) IAE 
TA +A (a—a) + А, (a + 
ка 


E И unción uniform y an 
lítica en el anillo r <| ¥ 
Esta función en el anillo indicado puedo representarse en la forma de 

ie 


de la seri 
4 A 


tde 


+4 +A (e—a) +4, e 
La serie en el segundo miembro se llama serie de Laurent de la función f (2). Los 
coeficientes de esta serie se pueden calcular por la fórmula 


1110 
^m pedet “єй. 


La serie (1) se denomina parte principal de la serie de Laurent y la serio (2), 
parie regular de la serie de Laurent. 

Sí Ja serie de Laurent contiene la parte principal, entonces a se Пата punto 
singular aislado. En el caso en que la parte principal de la serio de Laurent con- 
tenga wn número finito de términos, o sea, presente la forma 


p ER 
а. .+ mr Ма 0), 


el punto singular aislado а se dononi 
En este caso el coeficiente А ., ha госї 
f(2, con respecto al polo 
'El punto Singular z = Jama punto singular aislado do carácter univoco, 
si alrededor do éste se puede circunscribir un círculo de radio suficientemente 
pequeño, o os, al que; una yer alejado su centro ғ = a, se obtenga una región 
loblemente conexa e Ta función es analítica. Un punto singular aisla- 
do de caracter univoco se denomina 
a) evitable, si no existe la parte principal del desarrollo en serie de Laurent. 


Por ejemplo, para la función / (2) = E €) punto z = 0 es un punto singular 
evitable, ya que 


polo de n-ésimo orden de la función у (2). 
до el nombre de residuo de la función 


CAES 


tant (ir A + 


b) polo, si la parte principal contiene un número finito do términos. Por 
ejemplo, para la función (1) = "B el punto z = 0 sirve de polo de primer 
orden, puesto que 


LANES 


O re E 


©) singular esencial si la parte principal contiene un mimero infinito de 
términos. Por ejemplo, la función f (s) == e en el ponto s = 0 tiene un punto 
singular esencial, ya que 


MN 


Entro el cero y el polo de la funei де la vinculación siguiente. Si 
4 = a оз un cero de multiplicidad X de la función / (4), entonces z = a es polo 
del mismo orden de la función 1// (=); inversamente, si 2 = b es polo de orden # 
de I вазна eur da: multiplicidad de Ja fun- 
ción 1/j (s). 

Conviene sefalur que si — lim (z — a)y (s) = с © 0, entonces z= a es 


polo de &-ésimo orden de la función / (2). 


1002. Desarrollar en serie de Taylor por potencias dei binomio 
2— i la función f (3) = 2. 


Resolución. Encontramos las derivadas de Ja función f (2) = 2% 
=e, = 209, 1" Gj = Oe, 
ПУ у= 1205, jv (à — 120, Уйу — VI (s) 


2-0. 
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Determinamos los valores de las derivadas en el punto a = 1: 
foss 10=5 т 0= 20, у" (= —80, 
P=, f (0 = 120. 

Por lo tanto, 

f (e) = i + 5 (2— 1) — 108 (s — 0)! — 40 (s — 1994 Si (5 — ¢ + (s — 1). 
La serie de Taylor de la función f (s) = 25 es un polinomio de quinto grado. 
1003. Desarrollar en serie de Taylor por potencias del binomio 

z — (4 — aii2) la función f (z) = ch (1 — 2). 

Resolución. Hallamos 
19= 01—39, 

Т (om —sh (1—2), 
F (meh (1—3), 

га) 19), 


ch (s/2) = cos (л/4) =0, 
—sh (4/2) = — 1 sen (n/2) = —!, 


Por consiguiente, 
по (0) (=+ (+ 
Hotel]. 
1004. Investigar Ia convergencia de la serie 
quart 
A 


Resolución. Examinemos dos series 


1 1 1 А 
gorro dr а Об в 
+ ...جع بلع لج‎ . w 
Si on la serie (a) se hace z — 1 = 1/7’, entonces se obtiene la serie de potencias 
eee © 


ra айо de convergencia do la última serie so determina por ol criterio de 
"Alembert 


веша {== 
Por k ito, la serie on r]<2 consiguiente, 
Ja sorie (а) converge si nue [oA P De iei obten | + er 
Ent quiete decir que Ia serio (a) converge fusta del circulo de radio y = 12 
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con centro en el punto z= 4. Determinemos el radio de convergencia do la 
serie (b): 


De este modo, Ia región de convergencia de Ja ere (b) so define por la desigual 
Al <5. 
De lo dicho concluimos que el anillo 1/2 < | s — 4 j < 5 es la región de 
convergencia de la serie dada. 

La resolución de este problema se puede simplificar. Las serles (a) y (b) 


son progresiones geométricas con denominadores ел yz, respectiva 


mente. Ellas convergen si zl <1 y [Egi | < 1. Por 1o tanto, 1 z — 


— 4 | > 1/2y1 z — 11 < 5. Desuerte que la región de convergencia es el anillo 
definido por la desigualdad doble 1/2 < | 1 — 11 < 5. 


1005. Investigar Ja convergencia de la serie 
Hg аш teer ee 


Resolución. Examínemos dos series 


344i, (8440 | @+м) 
x p Giu, озин. 5 
а+++Ф@+%-+.... С) 
Las series (a) y (b) son progresiones geométricas quo ti denomina- 
dores Y ADV Zi Lila Contergen ВЧ Mr c 11 eU < A Puesto 


qur ҮЕ 18 = 5, | (| = 1, entonces 5/1 21 < 1 ISO 
| s1 > 5 y | 2] < 4, Pero estas desigualdades son incompatibles, por con- 
siguiente, la serie dada no converge en ningún punto del plano. 
1006. Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la 
función f (z) = 1/(2z — 5) en el entorno del punto z = 0. 
Resolución, Representemos la función dada en la forma 


го. 
En el entorno del punto z = 0 se cumple la desigualdad | 2:/5| < 1, por eso 
2 ве puedo considerar como la suma de una progresión geomé- 


trica infinita decreciente cuyo primer término es a — 1/5 y su denominador 
4 = 24/5. De aquí obtenemos 


122 mo Sarna 
TEOB- Booker Aog 


Este desarrollo contiene solamente la parto regular. De la desigualdad | 23/5 | < 
< 1 resulta que el círculo | s| < 5/2 es la región de convergencia do la serio. 

1007. Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la fun- 
ción f (z) = 1/(2z — 5) en el entorno del punto z = co. 


ta 
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Resolución, Tenemos 


En el entorno del punto з = эе se comple la desigualdad | 5/22) | < 1, por 
so / (2) se puede representar on forma de la una progresión geoméirica 
Айша dedmeiente cos primer término a = ONY у decmaoader Ber ЛЫ. 
Por consiguíente, 


fO ada prs o bion 1-5 5 e. 


га el узт falta la parte regular. La serie converge en la región | z| > 5/2 
era del circuli 
> Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la fun- 


ción f (2) = uU en el anillo 1 < |z | <3. 
Resolución, Desarrollamos la función dada en fracciones elementales: 


1 á a ч 
re = +g, o Ме 1= e+, 

Haciendo 1 = 4, e 4 = —24, 0 sea А = —1/2; tomando z = 

nomos { = 28, о sea, В = 1/2. De este modo, 

ЕМ 

2 


на. 
до en cuenta que f< | z} < 3, podemos escribir 


$ Az 1 
> 


En consecuencia, 
ES 
13 + iz 


1009. Desarrollar en serie de Laurent la función f (z) == cm 
por potencias de z — 2. 
Resolución, Pongamos 3 — 2 = х. Entonces 


(+2) _ 4-8 4 As +32 16. 
A CATE 


fm s E E 
ا‎ 
o set, 
8, 2 * 
1= gg + gg A (~2). 
Aquí la parte principal centiene dos términos y la regular, tres. 
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Puesto que Cation un número finito de términos, 4 es váli- 

un ms cir del plano, excepto para z= 2. Este punto оз el 
polo ido orden de la fonción 7 (2). De residuo de esta función respecto al 
polo т = 2 sirve el coefficiente de (z — 2)-1, o sea, 32. 


1010. Investigar la convergencia de la serie 
tr A Gy. 

1011. Investigar la convergencia de la serie 
A AAA sss. 

1012, Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la función 


1) = Zen ol entorno de los puntos: 1) z = 0; 2) z = оо. 
1013. Desarrollar en serie de Laurent la función 


re-[ I, si 0; 
œ si 2=0. 


1014, Hallar los polos de la función f() = gyer 


1015. Desarrollar en serie de Taylor por potencias de z — 1 1; 
función 12 /z. Hallar la región convergencia de la serio, 
1016. Desarrollar en serie de Maclaurin la función 


jo [E z 2+0; 
1/2, si =0. 


1017. Desarrollar en serie de Laurent la función /(:) = 2* + 
+21 — 2 definida en todo el plano, salvo en el punto z = 0. 


$ 6. Cálculo de residuos de funciones. 
Aplicación de los residuos para el cálculo 
de o 


Sea a el polo do n-ésimo orden de la función f (2). El residuo de la función 
паи оа calcula por la fórmula 


ER‏ و رہل د 


significa «residuos 
Mer е de e orden de la fonción / (д, entonces 


тен) = lim (e—a) f (- 


si 
AA 
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punto 


don. Entonces al calcular el residuo de la función / (z) = а pol 
Simplo а 2 а ев cómodo utilizar la шша O P (P 6) en el polo 
Er 
Y ia 

Soa / (s) una función analítica en la región D, salvo el número final de po- 


los аар, Designamos por y un contorno cerrado arbitrario, suave a 
Arozos, que contenga dentro de sí los puntos ay, an, n, в y ete por Completo 


en la región D. En esto caso | f (:) dz es igual а la suma de los residuos de la 


Бы 


función (а) con respecto a los polos аз, ap, 


a 
PELLI 


i 


в, multiplicada por 254, о sea 


freni 
y 


(teorema principal de los residuos). 
Examinemos un caso particular. Sea у (2) una función analítica en la re- 
sión D, ol punto a pertenece a la región D, pero / (а) ¥ 0. En esto caso la fun- 


ción Р (a) = Ê tiene en Ia región D un polo а de primer orden. Determinamos 
el residuo de 


Do aquí, aplicando el teorema principal de los residuos, obtenemos 
| көз), 
y 
o bien 
t Hc 
хг | Laso. 
А 


Henos obtonido una fórmula muy importante en la teoría de las funciones 
de variable compleja: /órmula de Cauchy. 

Sin embargo, es necesario señalar que la deducción de la fórmula de Cauchy 
debe preceder a la demostración del teorema principal de los residuos. di nos 
hemos aprovechado do la ocasión para dar a conocer al lector osta fórmula im- 

4 
Mi" (4 ua función азайа enel semiplao superior, incluyendo el 
real, salvo el número finito de polos ay (k = 1, 2, т) situados por encima 
del eje real. Además, se supone que el producto 2°/ para | 21 + + oo tiene 


limite finito. En este caso para calcular la integral defini в}, (2) dz, de la 


función de variable real, se utiliza la fórmula 
e 
j farsan nno. 


donde ту (k=1, 2, - 
polo aj. 


1018, Hallar los residuos de la función (9) =¿=p=3- 
Resolución. De polos de la función sirven los puntos z = 1 уз = 3 


тае 


re1 =i gone 


1019. Hallar los residuos de la función f() pz. 
Resolución. Tenemos 
i 
O EFD * 
De polos de la función sirven los puntos 24 y —2t: 


к 1 MEN E: 
> 6 


j 1 ИЕ ТИС 
A 4s 
1020. Hallar los residuos do la función /(ф=—х= ру 
Resolución. De ges de la función sirven las raíces del denominador; 4 == 

= 1 3 21, Por consiguiente, 


П 
107 AED 


Hallamos 


12 ИГ. 
БАИ с FAT TT 


A 


П i 
Aa ATT 
1021. Hallar el residuo de la función 19h 


Resolución. Puesto que z = 2 os un polo de tercer orden, entonces 


F 
necare : 
РГЕ ll Eat. 


n 


1022. Hallar el residuo de la función / (2): 


pecto al polo 2=0. 
Resolución. El punto x = 0 es polo de segundo orden. En electo, 


con res- 


2 
"Ша, “2 
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es una magnitud finita. Entonces 


MUELETTELICIMM 
Ti— coss] 


1023, Hallar | ppe ypg donde y es un contorno 
y 


cerrado dentro del cual están los polos 2— 1, 2=2, 22=3, 
Resolución. Determinemos los residuos de la función subintegral: 


ET 
nerim puoi a 3 
та арт 


Por consiguiente, 
s+ 
Er meine 
1024, Hallar | cried. donde y es la circunferencia 
Ц 


1213. 


Resolución. Tenemos f (5). TE F 5 Trg: 199 polos t, —1, 2, están 
dentro del contorno cerrado y. De 


196) (2) lim (1—0 f (lim 


а 5 TE’ 
- а= li — 
La فا ای‎ > ET 
i. 


" LJ 
mirela e— 9-1 (Dm ів 577 


1 1 4 
j a ч[. en += 


(ir) =a ($+$) ет 


je 
1025, Hallar la integral definida | vis 


Resolución. La función cz ses analítica en el somiplano superior, excepto 
en el polo 2i. Además, ` 


Jim s) lia 
Ls 


IN Ty * 


о sea, es una magnitud finita. 
Determinamos 1 residuo de la función f (s) = 1/(? + 4)*, con respecto al 
polo de segundo orden 2: 


gero tie ee] RF [e ]- 


1 
ET И" 
Por consiguiente, 


1026, Hallar Ie si y es una circunferencia: 
Ы 


1) 2=4; 2) |213); 3) 1215 
Resolución, Doterminomos los residuos de la función subintegral con res- 
pecto a los polos z= 0, 2 =—2, z= —4: 
EISE E EE ET 


t 
RII 


mej (= Ше (E21 6) 


i ‚ 
кше pa AO PA rpg 
3 Dentro del contorno y de la circunferencia | s| == 1 se hallu solamente 
el polo z= 0; entonces 
1а 
f f(üdre2ni-g T. 
; 


2) Dentro del contorno y de la circunferencia | z} = 3 están los polos 
z= Û y = —2; entonces 


ЕЕЕ 
) 


3) Dentro del contorno y do la circunferencia | | = 5 se encuentran los 
polos z= 0, а = —2, z= —4; entonces 


me 
7 


1027. Hallar el residuo de la función у (2). 


1028. Hallar los residuos de la función f( 


1029. Hallar el residuo de la función f (z) = 1/sen z con respecto 
al polo z = 
1080. Haller el residuo de la función / д) = ( + y 


1031. Hallar la integral IE 
121= 81а. E 
1082. Hallar la integral | gg 


da, y es la circunferencia 


, y es la circunferencia 


М 
[219 R, А> |а|, 10 |, ase b. 
1033. Hallar la integral | ypg, y өз da circunferencia 
y 
dentro de la cual se contienen los polos del denominador. 
1034, Hallar la integral | ¡yde y es la eireunferen- 
cia || =2. ы 


3s 
1035. Calcular la integral definida | тау. 


Capítulo VIII. Elementos del cálculo 
operacional 


$ 1. Determinación de transformadas de funciones 
1. Definiciones principales. Sea que la función f (t) posee las siguientes 


Pia. (0 m 0 para 1<0. 
dere Me™ pora £> 0, donde M > 0 y s, son ciertas constantes. 
rales. 

3%. En un segmento finito cualquiera la, b] del somiejo itivo Ot la fun- 
ción f ) эйс las condiciones de DiricMat, o sea: a) età Colada: D) et condo 
nua, o bien liene solamente un número [inito de puntos de discontinuidad de primer 
género; c) tiene un número finito de extremos. 

En el cálculo operacional tales funciones se llaman transformables por La- 
ple u originales, 


Soa p= а + Bl un parámetro complejo, además, Rep = a > n > so 
Рага las condiciones enunciadas la intogral [етт (0 dt converge y es 
la función de p: 


{ e? iae). 


Esta intogral ha recibido el nombre de integral de Laplace y la función del argu- 

mento complejo p, definida por la misma, se llama transformación de Laplace 

dela función / (9 o transformada de Laplace f (4) o ien simplomanto transforma: 
la f (0). 


mc: A Gashi Aaka io sea la transformada de la original f (f) se. 
Ti) =L 00 o bien 7(р) t 9. 
уйй de primar geneza ty ae ama la alza de vale 
tes a la izquierda y la derecha de este punto: 
Баа = (1/2) If (to — 0) + f (44 + 01 
para ta 0; y para t, 0: # (0) = / 0). 


AL observar esta condición, la correspondeacia entre los originales y las 
er адн САИ toda original 1 

ена correspondencia т нете unfesce (o ses, а toda original lo co- 
responde una única transformada y viceversa), 

а toda combinación lineal de un conjunto finito de originales le corresponde, 
en calidad de transformada, la combinación lineal respectiva de las tran-formadas 
2 los mamos, o 

De este modo, si Fa (р) + fa (9) (e 


[М = 
& cada (P) 2 өк 0. 


» ®,.. ә n), entonces 


Determinación de transformadas de funciones, En la tabla y еп cada uno 
de los ejorcicios citados a continuación se indica solumente el valor de f (1) para 
£> 0 (siempre se considera que / (0 = 0 si £ < 0). 

Tabla de las transformadas de las funciones elementales principales 


к rem To | к |rommiso| im 
ER " -a 
1 1 : м | قلس | وس‎ 
и T Fr | | “esse rm 
ә 1 m 1 
ш E & mu Le | 


у | cose кр |'*®| cos | 
Y sen pe EE х | rop ات‎ 


1036. Hallar la transformada de la función f (t) = 


Resolución. Como а = e^, } (t) = 671^. Aplicando la fórmula 111, obte- 
nemos 
1 


Tü- iz: 


1037. Hallar la transformada de la función f (£) = cost. 
Resolución. Utilizamos la fórmula de Euler соз t = (ef 4- е-!)/2. Entonces 


ene (i 


асла рай‏ اا 
ی PA Y PT‏ 


Aplicando la fórmula ТУ, obtenemos 


(etti + Bett 4 Gent! еа) m 


Toe i. uL uere E 
4 PISA BTE QUU 


1038. Hallar la transformada de la función f (f) = sh bt. 


aireación. Por definición de seno hipezbólico tenemos / (1) = (1/2) — 


D 


E «A 
1039. Haller la transformada de la función f (0) = sh at sen М. 
Resolución. Puesto que sh at = (caf — e-9t)/2, entonces 


10) ent son i— emat sen dt, 
Usamos la fórmula VII: 
To= 


1 b 1 b Ea 2pab 
2а рар Тра аР" 
1040, Hallar la transformada de la función / (t) = t ch bt. 
Resolución. Puesto que 
prr pede 
entonces, usando la fórmula. m para n = 1, а = kb, obtonomos 


ps 
To= > >> > 
Hallar las transformadas de las funciones: 


5 2. Determinación de la función original a partir 
de transformada 


Al determinar la función original a partir dela transformada so utilizan, on 
casos elementales, la tabla do las transformadas do las funciones elementales 
principales y Jos inremas de descomposición (primer) y segundo) 

ndo trema de бисер» pecado talla i йа para ша 
transformada o e ma función racional fraccional de p, es decir, 7 (р) = 
ТУ (9/5 (P), donde ш (2) y v (p) son polinomios de p de grados т y п, respec- 


además m < n. 
iri descomposición © (p) en factores elementales tiene la forma 
vip) = ph ( p — prr ob kat ... F kr 
entonces, como es sabido, Ja función 7 (e) puede ser descompuesta en suma de 


dondo j toma todos los valores de 


ө 


To=) te 


Im‏ 1 اسر 


22-1229 ax 


Todos los coelcientes de esta ce se pueden determinar por la fór- 
mul 


dij ur lim (2 == Я @ 


P-P; 


fórmula, para determinar los coeficientes Ay, pueden ser 
imientos elementales aplicables en el cáloul орта! para 


Boss тайы 
paricla, e conveninte hacerlo en os casos en, que todas Jas raíces 
MUI IU usadas de par oa 
todas о (p) son simples, o sea, v = 
p Pn) (Pj ¥ Ра FID la descomposición se ^et 
FL cii (p) 
To-X LEE donde Aj= TE (3) 


Al determin: otro procedimiento de descomposición de 
ciones етеш le уйсу д0 ancient co aguda o a lo 


mulas siguien! 
а do raft múltiples del denominador » (p): 
pr " 
10-3 Ж ллу ”^ в 
де! =! 
b) en caso do raíces simples del denominador v (p): 
den 
ST 
10) 2 LE 5 (5) 


Si la transformada de la función buscada puede ser desarrollada en serio 
де polencias, por potencias de 4/p, o sea, 


TOA Hr... 


(además, esta serio converge hacia 7 (р) para | p| > R, donde R= lim 
= lim | anqılan | эё œ, entonces la original / (0 se determina рог la fór- 


ое но ан а 


соп ello esta serio converge para todos los valores de t (primer teorema de der- 
composición). 


1048. Hallar la original de la función f (p) 


Resolución, Utilizamos los procedimentos elementales para descomponer 
ена fracción en suma de fracciones tales, cuyos originales do conocen: 


A 


Pero, sogún las fórmulas Vl y VII de la tabla tenemos 
1 


ра i 
Ота +'= рде 
Por wo 


е 


ENT i 
[к= > Ga 
1049. Hallar la original de la función j( = ғ. 
Resolución. En este ejercicio también utilizamos k limientos ele- 
mentales de descomposicit و‎ DM del cálculo integral. Descompongamos 
la fracción dada en meaa 


+ EE 
7 = 2: Pc 
Para determinar los coeliciontes tenemos la identidad 

ien 4 QI + 2p + 4) + (Bp + C (0 — 2). 
Haciendo p = 2, hallamos 4 ез 124; A = 1/12. Tel? a cero el coeficiente 
do p* у el término independiente а uno, obtenemos А -+ В = 0, 
Do P B=-4= a D Pm AB. toile, 


EUN ptá „i.i MA EDE 
pack P—i i "PURA C d2 + ya 
Así, pues, 


ж 1 1 1 +1 3 t] 
E И or RE 


Do aquí, utilizando las fórmulas Ш, VI y VIJ de la tabla de transformadas, on- 
contramos 


10) ig чре ont /34V 80001 VD. 


1050. Hallar la original de la función 70р) = c es 
Resolución. La descomposición de 7 (p) en fracciones elementales tieno la 


forma 
ds 
GAP" (ph—1* " p—1 "422 PFE si 
Hallamos los coeficientes de esta descomposición, utilizando la fórmula (2): 


T= 


FRI 


^ Um (o T0) m — -H 


Av ym т-ду o Tone аг 


dp Lota" 


ET 


m 25и UH» + 


220 339 


din дуг jp Р 0) T lm дуг Alt 


== By E E 
а tot] 


1 fom Um ARS n 
Aim Him +AT O= lim, c mri 


m. da E do K M EIE 
Asa dy lim ar o 2*1 al Tim 5 [s 


Lu 3i 
=i [p 7 
Do este modo, 
7 1 3 1 1 2 1 
att 


Do aquí utilizando les fórmulas 111 y VIII, encontramos 


10= dp (Pon rtt mt emet pen) GA ү Ша. 


1051. Hallar la original de la función f (p)= FETE TET 


ewlución. Puesto quo on ol cano dado todas Ias rafcos dol denominador son 
realos y simples, lo mejor es valerse do la fórmula (5). Tenemos. 


u (p) = р+-1, о (р) = р (р — 1) (р — 2) (р — 3) = pt — бр? + 11p* — бр; 
Y (р) = 4p? — 18р* + 22р — 6. 


Encontramos las reos de v (P): ру = 0, pa = 1, ру = 2, pa = 3. Luogo obte- 
b 
ч ET w) 2 
Т Ed vog 275 
des. m. کے‎ 
Heier Heii 
Ahora por la fórmula (5) encontramos 
EE 


1052. Hallar la función original de (у= ¡pg , uti 
zando ol primor teorema do descomposición. 
Resolución. Tenemos. 


7 1 od AME ЖӘ; S = we 
AS ы арун ER» e 
a 


Esta serio converge para | р | > 1. De aquí, obtenemos 
som m op 
fü-4——s 3 c 


Hallar f() si 7) = SFT 
Indicación: descomponer Î (р) en fracciones elementales. 


Hallar las funciones originales a partir de las transformadas dadas: 
7 1 
1034. 70) = y + 


1055. Г) = gg 
1056. 70) gp 
1057. Con ayuda del primer teorema de descomposición hallar la 


original para la función f (р) = 1/(p^ + a"), donde k es un número 
positivo entero. 


23 Zonvolur 
ы de 


So Mama convolución de dos funciones /, (€ y fa (1) a la función 


detenciones. Transformads 
ъ d: indearai de una función original 


А 
к= | none. 
è 


La integral quo determina la convolución no cambia su valor si ton 
las funcione? Y, Y /. per seo la convolución de dos funciones es almélrica con 
respecto a las funolones somotidas a la convolución. 

La transformada de la convolución de dos originales es igual al producto de las 
transformadas de los mismos (teorema de conpolución de los originales): si J; (р) > 
+ fi (0, Ta (P) + fa 0, entonces 


1 
jams acu ta. 
i 


deri: derivade 
me n tentem os qe tatc 
del original: si F(p) — (f) (+= 1, 2,...› n), luego 
о @) + ph- (p) — (ph71-f (O) + ph? (0) +... + AD (9). 

En particular, 


1050-10, f (9 < PT — Р 0) r 0), 


ete. 
ET 


Para todas las funciones originales es válido el teorema de integración: si 
1 (р) +1 (9, entonces 


Lo 


De squí se vo que las transformadas de una derivada y de una integral s 
obtienen do la transformada de una función / (£) con ayuda de la ejecución de 


operaciones cns sobre 7 (p). Conviene también señalar (véase la tabla 
do transformadas) que las transformadas de una parte considerable de las fun- 
lanes que o» vtilisza en la práctica (27, cos fit, sen ft, etc.) son funciones alge- 
braicas de p. 

Esto olréce la posibilidad de reducir muchas operaciones del análisis ma- 
temático (resolución de ecuaciones diferenciales e integrales, eta.) a la ojecución 
do las operaciones algebraicas sobre las transformadas de las funciones bus- 


1058. Valiéndose del teorema de convolución, hallar la original 


do la función 7 (pl = P. 


Resolución. Escribimos Î (p) en la forma Этте En virtud de 
que ¿La + cht, —— 4> sen t, según el teorema de convolución tenemos 


t 
Po» (вл) sen cire 
+ | 
=— oh (ti) soa eh (1—1) cos r] = $ (cht— cost). 
1059. Hallar la transformada de y" (t) — у (t) — y (f) si y (0) = 
=y'(0=0 е ӯ (р) >y (8). 
Resolución. Según ol teorema de derivación del original tenemos: 
и 0 6 рӯ (0—9 0) Р-У, 
v0 POP @—у' @ = РУ (р). 
Do aquí hallamos 
0-и (0 00 9-р У) 
Gea de las "c le corresponde, en calidad de transformada, la suma 


" 
1060. Hallar la transformada de y'()--y()-- V y (Dd si 
а 


00)=1 е у(р) = v0 
342 


Resolución. Según los teoremas de derivación e integración do la función 
original tenemos: 


VO 0 0) р-у 0, | viva O, 


De aquí hallamos 
t 


v ever] e o 00 LEER d y a 


1061. Hallar la convolución de las funciones t y cos t y la trans- 
formada de la misma. 
1062. Valiéndose del teorema de convolución, hallar la función 


original para 7 (р) = m- 
1063. Hallar la transformada de F (£) = y (t) — 2у (1) si y (0) = 


ات 
bol. lat de transformada Р (0 = у” (0 — 1.0 + 2 0—‏ 
M ur si y (0) = 0, у (0) = 1, y” (0) = 2, v0 v0.‏ 


1065. Hallar la transformada de F(t)=y' (t) — T si 
000) =0, у) + F(p). 


$ 4. Aplicación del cálculo operacional a la resolución 
de algunas ecuaciones diferenciales e infegreles 


Si so da una ecuación diferencial Lineal de n-ésimo orden con coeficientes 
constantes 

yi + ayin + + у=} 
cuyo segundo miembro / (t) мин, атр) la solución de esta 
КЕ ro hri - raras de la forma ›@= 


Sión por y (p encontramos la transformada del rier miembro do la ecuación 
diferencial Inicial e, igualándola a la transform: función f 
а la Hemada cain de rengormeión que E эы 


ecuación 
to a y (р). E es ee dues y 0) 2 танне de 
y 


[Каз 
El do de paso a ln ecuación do transformación permite encon- 
trar fácilmente la solución de las ecuaciones кшш que tienen la forma 


1 
TOS vore] EU) vine 
i 


las cuales las funcic K origina] tegral 
T pacta de gatum сс ОЛО, eg таи шара та 


ма 


Estas souaetones integrales son un caso particular dels чыдан tei 
les de Valierre, de primer y segundo géneros, cuya forma general ee ohtieno ei la 
función K (E <) (llamada núcleo de una ecuación Integral) ae sustituye por 
cierta función de dos argumentos K (i, 1) 


1066. Resolver la ecuación diferencial y" — 2y' — 3y = e" si 
y (0) = 0, у (0) = 0. 


Resolución. Pasamos а las transformadas: 
پر رام‎ Oy (0) —2 (97 —y (0) Sy چس‎ 


о bien 


ERR EN E 
PIS VA 


Descomponemos esta fracción racional en fracciones elementales: 


1 TRE SUY ТЕ \ 
О 399—095 pT pH 
1= 40+1) FB (p 3) (p+ 1) + C (Pp — 3), 
Haciendo р = —1, obtenemos 1 = 16C, es decir, C = 1/16; ne p-8 


tonomos 1 = 44, o soa, А == 1/4. Comparando los coeficientes de р", obtonemos. 
0= BFC, es decir, В = —C = —1/16. Por consiguiente, 


ta 
do donde. 
rS LS CAA 
, 1067. Resolver Ja ecuación уу — 2y = e* si y) =0, 

v (0) =1. 

Resolución. Pasamos a las transformadas: 

обр) Orb (== r: 
Después de transformaciones sencillas, obtenemos 


= p42 A 
NS 
De aquí, y = sht. 
Й 
1068. Resolver la ecuación integral y= | yat+1. 


з 
Resolución. Construimos la ecuación de transformación: 


Ead. ра aL 
= +, الم‎ PL. 
Por consiguiente, y = et. 


зи 


1069. Resolver la ecuación integral 
р 
| уб) sen (—з) de =1—cost. 
з 


El primer miembro de la ecuación es la convolución de las 
sanciones y (6 Y (6) y зеп £. Pasando а las transformadas, obtenemos 


ts: 
Por consiguiente, F (P) =+ e у(ф=1. 


1070, Resolver la ecuación integral 
i 
l y(n) e- dt=y (0— 


Resolución. El primer miembro de la ecusción es la convolución de las 
funciones y (t) А et. Pasamos a las transformadas 


¡2-10 


1 
30 шу = 


Yor consiguiente, J (р)==——=у , o soa, y (t) met. 


Г 
1071. Resolver el sistema de ecuaciones 
de 
@=#+% 
imis 
si z(0) = 0, y (0) = 5. 
Resolución. Pasando a las transformadas, obtenemos 


(у= ()4-5 (0), 
{ TOA. 


Despejando z e y, nos queda, 


Siha 10р+2 ian 5р1—4р—1 
=pro" POF 


тыа валін a ынаа el teorema de descomposición y la fórmula (5) 
lel $ 2: 


и (р) = 10р +2, v(p) == р? — 2р1 — Зр, Y (р) = 3p! — 4p — З, 
n-6 n- P=: 


Ss SDa tga eag‏ ,وع 
nl 5, wp) v(—1) Б ГА] @‏ -7 


De esto modo, —G—2et+L 6, Anilogamento, hallamos y= 
sftt at. 


Resolver las ecuaciones diferenciales: 
1072. 0; "9 1. 


[MT ПЕ 

1075. y” + y — 2y = 759 o 0. 
ы yr ay oy (0) =0, y" (0) = 1, 
y =U, 


Resolver los € do ecuaciones: 
1077, =y, =r; z()e2, y(0)=2. 


1078. =+ 4y, 623 Om 


Resolver las ecuaciones integrales: 
: 


1079. j yt dioe. 
5 
Н 

1080, | уб соз(@—+)йк=1— cost. 
з 


$ 5, Fórmula general de inversión 
Supongamos quel {зда / () ром las siguientes preplodador 
(ATL Ment para Y < 0, donde М > 0 y s son ciertas constantes 


segmento finito cualquiera [a, b) (0 < a < 8) la función sa- 
үт ed de no 0] 060) - 


2. 
tentes, 


Entonces la función 7 (p) definida por Ia igualdad 7 (р) = jon (0) de es 


analítica en el Ly Rep >h >n. 
Con ello es justa la fórmula de Inversión (fórmula de Riemann— Mellin) 
p p 
[Eg ў Фар, o bion fm | eod 
аа “в 
expresa la función original / (£) por medio de la transl , además 
шшш мыл үш ae бырышы Кы Т), а 
Si 17(р)1 < CR^, donde P= Rel, 1 S0 <x, R> Ro Ray Су 


k> O son constantes entonces ияр | #1 (p) dp on la fórmula de into- 
EN 


gración puede ser sustituida por la integral { мр (р) dp, donde y es una circun- 
Y 
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ferencia con centro en el origen de las coordenadas y que contiene en su inte- 
rior todos los polos de la función Р (р) = e'z (p). Por consiguiente, 


пот | Ter. 
$ 
Aplicando el teorema principal sobre los residuos, obtenemos 


оаа) 
donde ту, та, función Р (p) con respecto a los poe 
los. De suerte que f () = Î гу. Esta fórmula para la transformada racional 
fracelonal en la notación detallada no es más que las fórmulas (4) y (5) del 2. 
1081. Hallar la función original a partir de la transformada 
ft) - +7. 
ен 


Rescluctón, Obtonemos el residuo de la función (pm Ep + 


Fm son los residuos de 


1 


. 4 d а 1 2 " 

ire gp Um gpa Е (1 = p з pr (еМ) = y Lim гем m g et, 
pet 

Por consiguiente, f б) = A. 


1082, Hallar la función original a partir de la transformada 


Г) = {узур 2 РЭР" 


Resolulión. Tenemos 


pet 
РТ РЭ" 


CHNP ет, ram lim (p-2).P (p) eet, 


ies, 


r= lim (РАЗ) РО) = lim (РРО) 
n ra 


Por consiguiento, 1 (= petet Den eat, 


Hallar las funciones originales a partir de las transformadas dadas: 


1083. Fip) = 52, 


LET 
1084. F(p)= 


4 
FP 
7 1 
1085. f (р) = FET" 


3 6. Aplicacion del calculo operacionej a їз resolución 
Че algunas ecuaciones de le fisici matemática 


Examinemos las resoluciones de algunas ecuaciones de la física matom: 
са: la de onda y la de conducción del calor. En esto caso los métodos más efi 

ces son los dol cáleulo operacional basados on la idea de utilizar la transfor- 
mación de Laplace. Nos limitamos al caso cuando la función buscada u depende 


4 +a GE саа +B, #0, % 


donde А, B, C, Ar, By son las funciones continuas de т definidas en el intervalo 
0 © z < 1 (se puede considerar que А > 0). 

Examinomos dos casos básicos: 1) A, < 0 lo que corresponde al tipo hit 
hólico do la ecuación; 2) Ay = 0, B, < D 1o que corresponde al tipo parabólico 
do la misma. Para ostas condiciones el problema no estacionario puedo ser enun- 
indo así: se exigo halJar una solución u (z, 1) do la ecuación (1) para 0 < s < 1 
y £ > Otal, que satisfaga Jas condiciones iniciales u (s, £) е, = Ф (ое 
= () (con ello la segunda condición se da en ol caso en que 4, < 0) y las 
condiciones de frontera u ( 9 lume = f (1), deze + Pelos = y щш, беш, 
donde a. B, y son constantes. Notemos que para i — co la segunda condición do 
frontera no es necesaria 

Se supone también que v (s, t), $, fi, que sun funciones de t, pueden sor- 


vir de funciones originales y que las transformadas de la función buscada y sus 
derivadas tienen 1а forma 


е, D= f era (s. tdt, f eam 
D š 


Aquí p se considora solamente como parámetro. De transformadas de 
Ê YS ira 


A) 


_ T3) 
Wr 


o bien, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, 
Pe DE PI 

condiciones de frontera son ® [6—7 0) [а 608—660) = 

AS 


E 


De este modo, la solución de la ecuación (1) se reduce a la solución de la 
ecuación operatoria 


@ 


Doterminada la топы ОКСА buscada u (2,1), con ayuda A 
А e о Ja fórmula de inversión de Riemann—Mellin se puede encontrar la 
inel 


1086. Los extremos de una cuerda z = 0 y z = 1 están sujeta- 
dos rígidamente. La desviación inicial está definida por la igualdad 


u (z, 0) = A sen (n z/I), 0< z< 1; la velocidad inicial es igual a ce- 
ro. Hallar la desviación и (z, t) si t > 0. 


Resolución, La ecuación diferencial del problema tione la forma 
[ENT 


=0. Las condiciones iniciales sonu (z, 0)=4 son 


2 T 
216.2 „о лая condiciones de frontera son: а (0, rm u(t, 00, Escri- 
Dimos la ecuación operatoria respectiva 


condiciones de frontera; Y [s a =й |x 10. 
La solución general de la ecuación homogénea tiene la forma 


Ho 


la solución particular de la ecuación no homogénoa Ja buscamos en la 
forma 


De aquí, 2,=0, A ame De este modo, la solución general de 
la ecuación operatoria es 


же, کم = م‎ ито Ар, sen J 


aso 


Teniendo en cuenta Jas condiciones de frontera, obtenemos 808, ple 


em 32. De original pera tal transformada sirve la función. 
ul, 9= 4 соз S sen TE. 


1087. Hallar la solución de la ecuación Sat 2, 
face las condiciones iniciales y de frontera: u (z, 0) = 
0<=2< 0,120. 

Resolución. Escribimos la ecuación operatoria 


SUED. Б, pu. 


La solución general de esta ecuación es 


Бе, p= C t YR Cut Үй, 


Según los datos, las funciones u (т, £) y 0 (z, p) para z — оо son acotadas 
y por eso C, = ps 

Utilizando la condición de frontera u (z, p) [smo = uş/p, encontramos la 
constante arbitraria C, = п/р. Entonces à = (иур) e=VP/S, Valiéndonos de 
la relación ; “VP, Erf (5) ‚ hallamos la función original para la 


ayi 
transformada u (z, р). 
La solución de la ecuación dada tieoe la forma 


T =u (ge), 
donde, como es sabido, 


ES Р 


Por consiguiente, 


u (z, t) mw Erf (ау) 0- 


Pi =a2%% , quo satisfaco Jas condiciones iniciales y de contorno: 
Ша, 0) = А sen (лай), 0< 2< 1: u (0, Û = ш (Һи) = 0. 
К-ү. Jg, seuación operatoria correspondiente a ln ecuación dada en 
e apium ata sen T 
y su solución general 
(s nu Gun t ecu Y gn ЧЕ. 
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Teniendo en cuenta las condiciones de frontera Y [s.a V [y ¿=0, obte- 


бо А 
nemos (a a 860—7 


La función original de esta solución ез u (т, 1) =4e "PLE" зер E 


1 


1089. Hallar la solución de la ecuación 22 = 3 quo satisface 
la condición inicial и (z, 0) = 0 (z > 0) y las condiciones de fron- 
tora u (0, f) = 0, u (h, 1) = us. 


Resolución. Escribimos la ecuación operatoria 


45. 
dr 


* 
а 


que se debe resolver para las condiciones: à (0, i) = 0, 
ción general de la ecuación operatoria la escribimos en 


= ue/p. La solu- 
forma. 


Же, p Ach V F+ Bsh V as. ө 


Utilizando las condiciones de frontera, encontramos las constantes А y В 
Tenemos 


40, -2=Bsh урла y Batt, 
PB V blah, о sen кийн 


valores de A y B en le igualdad (+), obtenemos 


е, 


Para calcular la integral detorminemos los residuos de la función subinte- 

gral. Igualando a cero el denominador y teniendo en cuenta quo las raícos de- 

fono hiperbólico son imaginarias puras e iguales a un númoro múltiplo de л. 
os: 


shy Pah=0, Y Prjah=ika, pma (KEN). 


Todos los k polos son sumples, distintos do cero; por eso, aplicando el teorema 
de Cauchy de los residuos, obtenemos 


5 M(p _ shV pia 
uz, pe F (p) et, Р()= сурак. 
[D 5 = (her, donde РО) = 


además, Ja icia de М (р) no supera la йа de N (p). Conviene señalar 
{геш буша seré Уйна pare шш namera lil de рш singulares aisla- 
los que sean franjas simples y tengan el único punto límite de condensación 


io. MN 
DI +22 OS a” "à 


МО im VERS Mi) 2i sh (87у 
dond: = =. = 
ка Im nV piss CER Uc mETI - 


Expresando las funciones hiperbólicas por medio do las circulaciones, obtenemos 


sen (exz/h). 2 (enz/a) 
IN RO s 


Así, pues, la igualdad (,,) adopta la forma 


ula =w [225 ИТУЕН лу], 


pe] 


1090. Hallar la solución de la ecuación de onda 


x. que satisface las condiciones iniciales и (=, 0) = 


,ا P,‏ و 


эб, Жк, =*=% H =0. 


1091. Hallar la solución de la ecuación de onda far x 


0<z<1 y las condiciones de frontera 


X HE, que satisfaco las condiciones iniciales и (=, 0)=0, 
be. aio d 0<z<! y las condiciones de frontera 


u(0 Y=u(l 0 = 
х Hallar г: solución de la ecuación de conducción del calor 
ae, que satisfaco las condiciones w(z, 0)=0, 2>0 


10, 0-4, lim иба, = 


Capitulo IX. Métodos de cálculos 


$ 1. Solución aproximada de ecuaciones 


El problema de encontrar valores aproximados de raíces reales do una ecua- 
ción f (2) = 0 prevé la separación previa de una raíz, o sea, la determinación 
del intervalo en el cual no hay otras raíces de la ecuación dada. Supondremos 
n Ja función f (2) en un intervalo (a, 3] es continua al igual 


(2) y /^ (а), los valores f (a) y f (b 
intervalo distintos signos, o sca, 
conservan sus signos en lodo 

Como do raíces reales dí ¡ón f (z) = 0 sirven las abscisus de intor- 
sección de la curva y = f (2) con el eje Oz, la separación de una raíz se puedo 
realizar gráficamente. En vez de la ecuación y (z) se puede tomar la ecu: 
ción y = kf (z), dondo k es una magnitud constante ta de coro, ya que jas 
ecuaciones f (z) = 0 y kf (2) == 0 son equivalentes. 

La constante k puedo tomarse de modo que las ordenadas de los puntos del 

ráfico no seam excesivamente grandes o, por el contrario, de modo quo ol gró- 
fico no esté demasiado próximo al eje Ox. A veces es útil escribir la ecuación 
1.(x) = 0 on la forma de ф (z) = (т). De raices reales de la ecuación inicial 
sirven Js abscisas do Jos puntos de intersección de Jos gráficos de ls funciones 
y= ф (2) e y= р (z). 

4; Método de partes proporcionales (de las cuerdas). Soa que so reguiere 
calcular la raíz real de la ecuación / (z) = 0, aislada sobre un sogmonto (а, b]. 
Fxaminemos el gráfico de la función y = f (8). Sen f (a) < 0 y f (0) > 0. Ù 
maos los puntos del gráfico А (а; | (n) y 8 (b: / (0) por medio de ana cuerda. 
re ре valor aproxime la raíz buscada bscisa т, del Ene. de 
intersección de la cuerda AB con el oje Oz. Esto valor aproximado se halla por 


Ja fórmula 
(b—2)! (a) 
=> 


dondo z, pertenoco al intervalo Ja, Ы. Soa, por ejemplo, { (s) < O, entonces por 
уп intervalo muevo (mis estrecho) del sllamiento de la taz se puede tapas 
lz, 0) Uniendo los puntos 4, [s f 51] y В 18; f (Jl, obtenemos on el punto 
de intersección do la cuerda con el eje O la segunda aproximación z, que s0 


calcula por la fórmula 
NE TS 
ветра) 


etc. La sucesión de los números а, zı, za, ... tiende а la raíz buscada de la 
ecuación? (=) = 0. El cálculo de valores aproximados de las raíces de la ecuación 
debe efectuarse hasta que dejen de variar aquellas cifras decimales que quere- 
Er J rar en la respuesta (o sea, hasta que se alcance el grado prefijado do 
precisión). 


23 1220 


+1 (5) < 0 y ambas derivadas /' (2) y f” 
ALO Oy eses ivadas /' (2) y f" (2) 
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Si x es la raíz exacta de la ecuación j (z) = 0, aislada sobre el segmento 
la, b] y E es el valor aproximado de la raíz, determinado por el método de partes 
proporcionales, entonces la estimación del error de este valor aproximado es la 


siguiente: 
MORON ru 
luar]. 


2. Método de las tangentes (método de Newton). Sea aislada una raíz reat 

de f (z) = O sobre el segmento (a, b]. Supongamos que todas las 

'muncisdas anteriormente con respecto a / (s) conservan también 

ahora su vigor. Tomamos sobre el segmento (a, b] un número ze tal que (zz) 

tenga el mismo signo que /* (zo). о sn / (ө, (e) > 0 (еп particular por do 
le los extremos del ito (a, b en el 


=< إا 


puede ser tomado uno cual se cumpla 
биа condición). Trazamos en el punto Ms (zo; / (27 la tangente a la curve 
паба ГЕ Tomamos por valor aproximado de le rale la abscisa to de 


intersección de esta tangente con el eje Oz. Este valor aproximado de la raíz ве 


halla por la fórmula 


Li) 
касы 


Aplicando este procedimiento una vez más en el punto M; (zy: / (21), encon= 
tramos 


oto. La sucesión ту. zy Ta, - > «y ODtienida de osto modo, tiene por límite la raíz 
buscada. 


Para apreciar ol error del valor aproximado do Ja raiz hallada por ol método 
de Newton puedo ser utilizada la desigualdad 


#-и< рар ДД. 


o ini Sue <a ы 

0 T nos y cada una de 
d dorado re al sogns То sano: 
н, to " И ага 
AE 


En COLO. 
зата ау Tt IO 
Los mi nudes zu y portenecen al intervalo de aislamiento, además, / (241) 


tienen js signos. 
Y f (ig ruimos un muevo par de aproximaciones a la raíz: 


аш: par ANTE 
mpg AN 
Los puntos za НЕЯ жек ыды, ыза el ы idee entre los puntos 2; 
ты, соп olo jen distintos signos. 
Y ^ni fenes! dita le valores 


ICT NN ATTE) 
Tf)! "Umen 


E 


eto. 


Cada una de las sucesiones 


Bin Za Zas E 


LL S 


tiende hacia Ja raíz buscada, además una do las sucesiones es monótona creciente: 
y la otra, monótona decreciente, Sea, por ejemplo, zm < < Tas, entonces 
0 < F — zy. < Spa — лу. Fijando de antemano un e suficientemente pequeño, 
polenes al dusseclur n; Alcanar que ev eaqie La Î an o E e 
por consiguiente, para este mismo valor de » se cumplirá la desigualdad z — 
— зу < e. De este modo, z,, es un valor aproximado de la тайт =, calculado 
con un error que no supera ®, 

Así, por lo, para hallar un valor aproximado de 7 con precisión de 
hasta 0,001 hace falta determinar n de modo que los valores de zni y zns ОШ 
lados con precisión de hasta 0,001, coincidan, 

4, Método de Meraciones. Si la ecuación dada está reducida a Ja forma 
=7 ©, Sende er (20) < y <A por doquier sobre un segmento [a, b], on 
el cual la ecuación inicial tiene una sola raíz, entonces, partiendo de cierto valor 
inicial de z, perteneciente al segmento |a, b] se puede construir la sucesión 


n=) líder. 9664). 


Do límite de esta sucesión sirve la única raíz de la.ecuación / (2) 


sento la, b]. El error del valor aproximado 
método do iteraciones se estima por la бейи 


{ (s) = 0 sobre el 
de la raíz z, hallada por ol 


Lian <= | rms le 


Para encontrar un valor aproximado de la raíz con wn error quo no exceda de e, 
es suficiente determinar п de modo que se cumpla la desigualdad 


armana eR 


5, Método de pruebas, El intervalo de aislamiento de una raíz real siempre 
se puede disminuir dividiéndolo, por ejemplo, por la mitad y determinando dn. 
esto modo cuál es Ia parte del intervalo inicial en cuyas fronteras la función 
1 (т) cambia de signo. Luego el iatervalo obtenido vuelve a dividirse en dos 
partes, ete. Tal proceso se realiza hasta que dejen de variar las cifras decimales 
que se conservan en la respuest 


1093. Hallar con ayuda del método de las partes proporcionales 
la € en de la ecuación z* — 2z — 4 = 0 con precisión de 
hasta 0,01. 


Resoluctón, La raíz positiva se encuentra en el iutervalo М; 1,71, ya quo 
1(0 = —5 < 0 y f (1,7) = 0,952 > 0. 
Determinamos el primer valor aproximado de la raíz: 


07-040) 
10:5—10) 


Como f (1,588) == —0,817 < 0, entonces, volvemos a aplicar el método 
de las partes proporcionales al intervalo 4,588; 1,7: 


(111,589). 1,588) 
158-059 


E 355 


1,588. 


1,680; f (1.639) = —0,051 <0, 


Mallamos el tercer valor aproximado: 


= 1,9 l! DIM = 1,642; (1642) —0,018 < 0. 


Determinamos el cuarto valor aproximado: 


PET == 1942 1.643, 7 (1,043) =0 004 >0 


Por consiguiente, con precisión basta 0,01, la raíz buscada es igual a 4,04. 


1094. Resolver el problema precedente por el método de tangen- 
tes 

Resolución, Aqui f (2) 
Puesto que / (z) y f (z) para ту = 1,7 tienen el mismo 
= 0.952 > 0 y j^ (1:7) > 0, utilicemos la fórmula # = ze 
donde / (1,7) = 4-1,7 — 2 = 17,852. Entonces 


z4 = 1,7 — 0,952/17,652 = 1,648, 
Volvemos a aplicar el procedimiento de tangentes. Tenemos z4 = з. — 
Te)» donde | (5) = Y (1,080) = 0,049, P (146) = 19838: de ortê ТЫ 
s, = 14,648 — 0048/15,538 — 1,640. 
De un modo análogo hallamos / (1,843) = 0,004; /' (1,643) = 15,740, o soa, 
жа = а — f (rg (ду) = 1,643 — 0,003/15,740 = 1,6427, 
Por lo tanto, la raíz buscada, con precisión de hasta 0,01, es igual а 1,64. 
1095. Valióndoso del método combinado de las partes proporcio- 
nales y de las tangentes, hallar el valor aproximado de la raíz da la 
ecuación 2" +2" — 11 =0, aislada өп el intervalo Ji, 21, con preci- 
sión de hasta 0,001. 
Resolución, Tenomos 7 (2) = £2 — M, f (z) = Se d 2a, ft (e) = 
02 f 2. En ol intervalo indicado 75 C) > 0. por eo, aplicando el método 


de Jus биим tomemos como primera aproximación 2 = 2, Ya que / == 
=> 


4 f (а) = 4z — 2, f" (s) m Mast. 
der de En 


PAG Gg. 


,9375 эе 1,94; 
Д 


141%. 


La raíz buscada pertenece al intervalo ]1,9; 1,941; tenemos f (1,9) = —0,531, 
14,94) = 0,065; 7 (1,94) = 15,172; 


0065 _ 0,04-(—0,584) _ 
an A O 10. 


Como los valores ту, y ту calculados con precisión de hasta 0,001 han coincidi- 
do, entonces el valor aproximado de la raíz =, determinado con precisión de 
hasta 0,001, os igual a 1,936. 

1096. Valióndose del método do iteraciones, hallar ol valor 
aproximado de la raíz de la ecuación 2 log z — т = 0 con precisión 
de hasta 0,001. 


356 


Resolución. Doterminamos el intervalo de aislamiento de la raíz real de la 


ción. Presentamos la ecuación dada en la forma log z = —= -+ 2 y constru- 
fus ieat de les funciones y = logo ө ук ca 2, La айка del 


punto M en que so intersecan estos gráficos se encuentra on el intervalo (1, 2], 
por eso como valor inicial de z se puede tomar z, = 1 (fig. 69). Escribimos la 


Fig. 70 


ial on 1а forma z = 2 — log z. Aquí y (2) = 2 — log z, (йт 
log ser MAI TA tervalo (1, 2] y por eso el método do 
raciones os aplicablo. Determinamos ahora el primer valor aproximado: 


= = 2 — log z = 2 — log 4 = 2. 
Hallamos la segunda aproximación y las sucesivas: 

xa че 2 — log z; = 2 — log 2 = 2 — 0,3010 = 1,8090; 
z, = 2 — log 1,0990 = 2 — 0,2302 = 1,76 
z, = 2 — log 1,7698 = 2 — 0,2480 = 4,75: 
ж, = 2 — log 1,7520 = 2 — 0,2435 = 1,7505; 
z, = 2 — log 1,7565 = 2 — 0,2445 = 1,7555; 
zy = 2 — log 1,7555 = 2 — 0,2444 = 1,7558. 


De este modo, raíz buscada es z zx 1,755. 


1097. Resolver con ayuda del método de pruebas la ecuación 2? + 
+ 2x — 7 = 0 con precisión de hasta 0,01. 


Resolución. El intervalo de aislamiento de la raíz real 
[X construyendo el gráfico de las funciones 
"e V] (nico punto de intersección de los gráficos se encuentra en el intervalo 
И, 2[. Por consiguiente, la raíz buscada está comprendida en este intervalo, o 
sea, so puede tomar a = 1, b = 2. Hallamos los valores de la función sobre los 
extremos del intervalo: / (1) = —4 < 0; / (2) = 5 > 0. Dividiendo el inter- 
valo Jf, 21 por la mitad, obtenemos e, = (a + b)/2 = (1 + 2)2 = 4,5 y eal- 
gramos f e), f (5) = — 0,805 < 0. Por consiguiente, la raíz buscada astê 
en el intervalo 11,5; 


Tomemos ca = 1.7; f (e) = f (1,7) = 1313 > 0. Vemos que la raíz bus- 
cada se halla en el interv: 3,5; 1,71. Tomemos ahora c, = 16:10 ) = 
$ achicar el intervalo de alala- 


— f (1,6) = 0,298 > 0. Como resultado 
miento y la raíz buscada se encuentra en 


p E 
Зз; 


Continuando este 


Proceso, tenemos 
нагы?» le = /@59 = 0479 < O; intervalo de aislamiento 
v» = 1,57: 1 (e) = 1 (1,57 = 0,010 > 0; intervalo do aislamiento ]1,55; 


ЗИРЕ р 1 (6.56) = 008 <O; telo de aislamiento 
1385; / (es) = f (1.585) = —0,037 < 0: intervalo de aislamiento 


1,86. 1,8% 
= 1,568; f. LG e 
Epa у as ерун NE 568; 1,511. De aquí so ve que 
con precisión de Hasta 0,01 la raíz buscada es т == 1,57. 


1098. Determinar gráficamente los intervalos de aislamiento de 
las raíces reales de la ecuación # = 92% + {8z — 1 = 

1099. Determinar gráficamente los intervalos d. 
las raíces reales de la ecuación 2° — 127 + 1 = 0. 

'alióndose del método de las partes proporcionales y de las tan- 
gentes, resolver con precisión de hasta 0,01 las ecuaciones: 
1100. 25 + 3z — 20 = 0. 

1101, 25 = 2z — 5 = 0. 

1102, 1 — 3z + 1 = 0. 

1108. 2 + 3z + 5 = 0. 

1104. 25 + 5z — 7 = 0 (aplicar el método combinado de las 
partes proporcionales y de las tangentes). 

Valiéndose del método de iteraciones, resolver con precisión 
de hasta 0,01 las ecuaciones: 

1105. 3 — 12 — 5 = 0. 

1106. 22 — 2:3 — 42 — 7 = 0. 

Por medio del método d pruebes, dividiendo en partes el inter- 
valo de aislamiento de la raíz, resolver con precisión de hasta 0,01 
las ecuaciones: 

1107. z + e = 0. 

1108. 22 — z — 2 = 0. 

1109. Aplicando dos veces el método de las partes proporsionales, 
hallar el valor íz real de la ecuación z* — 102 + 


iento de 


isl ; 0,5). Calcular los vor. арго- 
ximados de 2, y т, con dos cifras decimales. Estimar ol error del 
valor aproximado do т. 
Resolución, Mallamos 
10) = a 10045, fa) =32 10, 07 0) = Gri 
10) =5; 1O) = 0,216 — 6 + 5 =—0,184; 


A T 1(052)—0 141—5 24-5 —0,058 <0. 


El nuovo intervalo de aislamiento es 10; 0,52. Encontramos la segunda apro- 
ximación: 


052.5 25 
2 ыз о" 
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Vamos a estimar el error de esto valor aproximado, utilizando la fórmula 


(ro). ro 
irem 


[5 l< 


Poniendo а = 0, b = 0,52, tenemos 


IE-a > SR 


sita as |- 


[3 Se 
En el intervalo indicado = Esta función toma 
[Cra 
el valor máximo cuando S2. Po: consiguisnio, 
т. 342 
Va | 00475-0 agn - 
imminet eie iT = 

-o ‚0006. ta lo de la raíz e, = 
C Qi ambos decimales son justos. 0 o от арі ja 

1110. Aplicando dos veces el método de las tangentes, hallar el 
valor aproximado de la raíz real de la ecuación z* — 8z + 1 = 0, 
aislada en el intervalo [1,6; 2]. Calcular los valores aproximados de 
a, y z con dos cifras decimales. Estimar el error del valor aproxi- 
mado de 2. 

Resolución, Hallamos / (z) = x4 — Ве +4,f (а) = 4 — 8, f” (а) = 120% 
4 (4,8) == 5,240, f (2) = 1: f* (а) > 0, / (2) = 1 > 0, por eso tomamos з= 
= 2. Utilizamos la fórmula 

mex ЈР (ад, о зев, зу = 2 — 4/24 = 1,90, 

Determinamos la segunda aproximación. Nos resulta 
[p 100e — B480 rim 000, PG) 4180 ao 22,12%: por lo 
tanto, 
жа = — f (Y (ау), o sea, za = 1,96 — 0,09/22,42 = 1,956 œ 1,96. 

Determinemos el orror del valor aproximado hallado de la raíz: 


цы ra 
2 a le): 


[Fx 1< 


En el intervalo ]1,6: 2 tenemos 
9-5 ds за 
rr erm 
Dentro del intervalo [1,6; 2] la función 
canza su valor máximo cuando т = 4,6: 
э оо» — sae 
LE o 


„96 | < 0,0002; i ite, l valor aj imado de li 
odas ls citus son correctas. ° ° ES 


EJ 
(gg m tiene extremos, kila al- 


E 


1111. Aplicando cinco veces el método de iteraciones, hallar la 
raíz aproximada de la ecuación 2z — cos z = O, aislada en el inter- 
valo (0; 0,5], con precisión de hasta tres cifras significativas. 


Resolución. Escribimos la ecuación dada en la forma = = 0,5 cos or 
consiguen, q Ө = 0:5 cz, ү E) = =OS sen z Eo el intervalo 10 GS) 
tenemos | Ф (2) | < 0,5 =r < f. Tomamos ze = 0,5, лу = 0,5008 zy, 22 = 
= 0,5 cos z, etc. Realizamos los cálculos: 
зу = 0,5 cos 0,5 = 0,5 cos 28°41’ = 0,386; ),5 cos 0,4386 = 0,5 cos 25°08' = 
=0,4527; т, = 0,5 cos 0,4527 = 0,5 соз = 0,4490; z, = 0,5 сов 2546" = 
= 0,4503; 2, = 0,5 cos 25°48” = 0,4502. 

"Caiculamos la estimación del error aplicando la fórmula 


А 1 
li-a l< 12-41. 
т= 


Tenemos. Ы 
| — 04502 | < | 0,4502 — 0,4503 |, o sea, | Z — 045021 < 0,0004, о bien 
A taie, con precisión de Basta tre ei ificati: al 
or o tanto, con. tres cifras significava 
ximado de la raiz es Igual a 0,450. "a e 
(2 Generalización del mélodo de Newton para la solución aproximada de 


ones. 
а) Mélodo de Chébishev. Supongamos que se exige hallar la raíz real do 
la ecuación Y (z) = 0, aislada ea el Intervalo Jo, ùl La función f (а) se supone. 
continua junto con las derivadas de n-ésimo orden inclusive, además, /' (2) че 0 
en el intervalo le, bl. Examinemos la curva z= + 4i + Aa? 

ET. LL los parametros E, Ás darse Aa: de odo qui. 


las curvas y == / (x) y x = E + J) Ау у* еп el punto con abscisa x, del intervalo 


ge 
(ed = Qi. fi) = e ed. f (ze) = ©" (zol <. f rg m фт) Gg. 
el dune te Ей. ГУ a etl О e os 
de n + 1 puntos de intersección de las curvas y = f (z) o y = 3 (z), al tender 
estos Puntos de intersección hacia el punto con abscisa z, Bu el caso dado, la 


curva y = ф (z) se define implícitamente por la ocwación х = E + J} Ay. 
ren 
Seleccionando de tal modo los parámotros E, 4i. Ay, . . . An, por volor 
aproximado de la raíz buscada, se puede tomar la abscisa del punto de intersec- 
ción de la curva x = + J} A,y* con el eje Oz, o sea, el número E, 
кез 


Si n=1, entonces t7 2,— HES (lórmula del método de Newton). 
Si n=2, entonces . 
TT f Gg 
Ve 2I ENF ` 9 
Si n=3, entonces 


460 EDF EY _ И UP Sie cair cd- d 
E O ri T EJF Ж... 
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Si n=4, entonces 


AMITTIT ET nu 
iU E 2 


M Go {f (ао ТУ (x9) —10/" (x9) £ (za) f7 (393-15 V" (а 
реа atr eau tutt o 


08 las estimaciones del error de los valores de las raíces halladas por las 
sordas (0) y 9" 
Para la fórmula (1) cuando n = 2 


zÉ A LSU COP O17 6) 
| رچ‎ >. | d 
Para la fórmula (2) cuando n =3 


t—tor‏ وو 
ШЕ AFP ()—107 prp HASI (|‏ 


Para determinar la raíz real de la ecuación / (2) = 0, aislada en el in- 
tervalo Ja, М, se examina la curva 


ð 


=. =: ЖЕРЕ? 
IT NE тү ERT 


ibacisa ту (а < zo < 0), uno 
SW 1 la absci- 


quo tien ertt Aout 
- Tomamos por valo 


ъа, ө 


donde 


мою 0 ° 
= лы ыта 
ма һа na Ба 


ðn быа Pues ба-а [^ 
o IER. ma, 2, „п ym 


Si п = 1, la ecuación (3) define la recta y = x (e — E) y para el valor 
aproximado de Ja raiz te obtiene lo таша de Now 
De este modo, la fórmula (4) generaliza el método de Newton para la solv- 
сое. 


ción aproximada de 
= 2, entonci 
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1112. Hallar el valor aproximado de УЗ con precisión de has- 
ta 0, 

Resolución. otiam a la ecuación z? — 3 = Û la fórmula de Chébishov 
para n = 4. Tomamos z, = 1,7; entonces / (2) = 2 — 3, f (2) = 2, f” (2) = 
= 2, f" (д) = 0, ЛУ (а) = 0, /(,7) = OM, / (57) = 34, f (7) = 2, 
17 (4,1) = 0, ИУ (4,7) = 0. Por consiguiente, 

guar Ai 04492, Oif 12 Our 020 
AAA 


2 = 1,7 не, - 00000019. PE 15 ‚0000058 т АИИ = 4, E dii 
, 1520509) ve lola 
Tale t 1,160500 A A 
1119. Hallar el valor aproximado de la raíz real de la ecuación 
22 — 7 = 0 con precisión de hasta 0,000001. 


Resolución. Tenemos f (e) = 29 4 20 d fa) = ба p 203 
unción е A ET 192 
Por consigui 


ж. аа Ша. 11,3; 1,4 


кы a ers NP 
= —0,008, Y уу TP @ з) = 45,8; por consigulon 


i- 134-0 14 400 O = 
4,900494; 


1 (1,800494) = 4,399009 + 2,600988 — 7 = —0,000003 < 0, 
1 (1,900495) = 4,399021 + 2,600990 — 7 = 0,000011 > 0. 
Por lo tanto, todas las cifras del valor aproximado de la raíz E = 1,300494 
son correctas. 
1114. Valiéndose de la fórmula de Chébishev, hallar el valor 
aproximado de j//5 con precisión de hasta 0,00001. Poner п = 3. 
1115. Tomando en la fórmula de Chébishev п = 2, calcular la 
raíz real de la ecuación 32° + 6z — 16 = 0 con precisión de 
hasta 0,00001. 
1116. Hallar el valor aproximado de/Z'con precisión de has- 
ta, 0,00001. 


Потье, Deseamos |) = 2 2: Apes 1а Seo o fananga 


zo = 1,4. Entonces — 2, (= 
ЫТЫ Ed LEY JT ъ= @ ТД 
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Ba =/" (1,4) = 0. Por consiguiente, 


pev ion: аа peas 
М ES 0.0% 
a 1 28 


9,3152 
маар HOON = 1t21, 


Todas las cifras decimales del valor aproximado de la raíz son correctas, 


1117. Tomando n = 2, hallar el valor aproximado de la ҮЛП 
tiva de la ecuación z* + zi — 4 = 0 con precisión de hasta 0, 
Ке Promos тат fol oce % ros 


A 
(ITA ED a Н» nor = 11, 
h= Ey (1,3) = (1/2)-9.8 = 4,9. Entonces 


7 0,113, 0,866071 
amiat vi Unas 7157 E 


Todas las cifras decimales son correctas. 


1118, Tomando n = 2, hallar el valor aproximado de la raíz de 
la ocuación z + In z = 3 con precisión de hasta 0,001. 

1119. Valióndose fórmula (6), hallar el valor aproximado 
de j/5 con precisión de hasta 0,00001. 

120. Valiéndose de la fórmula (5) calcular la raíz negativa de 
la ecuación 52% — 5z — 47,071 = 0 con precisión do hasta 0,0001. 


=4,3146, 


$2 interpolación 
1. Polinomio de interpolación de Langrange. Sea dada la tabla de valores 


Se requiero eseribir un polinomio y = f (z) do grado т < n — 1 quo tome 
los valores dados y, para los valores correspondientes de тү 0 sea, y= / [2] 
(m adios jir En olas palabras, e ас de este polinomio debe pa 
por ө A, M, L3 D 


n (z س‎ z1) (z س‎ za) loz)... Gom) 


un polinomio auxiliar de grado n en el cual ү son los valores del argumento 
dados en la tabla. Entonces tiene lugar la igualdad 


A E A 
A с ren 


зыр 


Y 9 (2) 
баа m UU 


ET 
"acu ЕШ 


E PNIS 
1e 2 Faa 


о bien 


Este precisamente es el polinomio de interpolación de Lagrange. 


1124. Escribir el polinomio de Logrange para la siguiento tabla 
de valores 


еее El polinomio auxilio tiene J 
(a) = (E ~ 1) (£ = D) (a — 3) (£ — A). Galanos! "sucesivamente @' (2) para 
lores dados B 


s 
da — 2) (x — 3) (z — 4j (x — 1] - 
itl) Ды ы Az а 

Entonces 
16 = Ra e ma 
+ 0 e — 2 (e 0+ — 0 e e Dm +1. 


ре oeta modo, en ol caso dado el polinomo, de interpolación es 1a función lineal 
=з 


Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los puntos 
(2; Dx y 3), (6; 5), 6:4 4), (40; 1). 

Resol El = (z= 
е] ет Ж пее 908) (2—2) (2 — 4 х 
9 (a) = (к — 4) (z — 8) (z — 8) (2 — 10) + (z — 2) (z — 6) (z — 8) х 
X (z — 10) + (z — 2) (2 — 4) (z — 8) (z — 10) + (z — 2) (2— 4) (z — 6) X 

X (z — 10) + (z — 2) (z — 4) (z — € (z — 8); 
9/8) = S84, т (à = — 96, у (€) = 04, Y (8) = — 96, y (10) = 384, 


Enton 


e 64 6—0)6—9 TEET 
X(z—8) [E (2—2) (z—4) (2—8) (2—10) — 


364 


HE (6-2 (2) (20) (09) =‏ )10( )20( ۵ع 6D‏ چ 
ноне 440).‏ = 

Por consiguiente, la buscada es la parábola de cuarto orden 
gg 1 2829-220: — B4 BAO). 


), (4; Т). Escribir la 
з para los 


1123. So dan los puntos (0; 3), (2; 1), 
ecuación del-polinomio que toma los valores indic 
valores dados del argumento. 

i24. Escribir el polinomio que toma los valores dados en la 
tabla. 


1125, Escribir el polinomio cuyo gráfico pasa por los puntos 
(2; 3). (4; 7), (5; 9), (10; 19). 


2. Fórmula де Itrplacón de Nevion. Sean Ju y; Ya c ру valoros do 
"rp А У 


ed o pev ту = бту = consi). 
e "huriaiscamos las designaciones: * 


a — Yo = До Ya — Ya = био ++ s Ya — Yn- = бул- O ма, 


las diferencias do pamer orien de la función dada. 
Ар, — Aya = AW, sss о sea, las diferoncias de 


Aya 


Any = Amy, <<, 0 soa, las difo- 
€ 
Efoctuando i sustituciones sucesivas, obtenemos 


M= уо А9 = Sc Ss 


Ayam У) (Сарла. 
[27 


Del modo semejante obtenemos: 


пото Hb game Одоо, gsm n EA ЗА + A 


m=) C= +e + na 0 дна. +A. @) 
= 


36: 


Escribimos la tabla de diferencias: 


Zo de 
mom de 
Ayo 
% y An an 
E 4 
LEE E 
ээ, 
^O Ms 
Si en la fórmula (1) se supone que n no os sólo un número entero y positivo 


sino quo puede ser un número cualquiera (n = 1), entonces obtenemos 10 fármu- 
la de interpolación de Newton: 


nap ررد‎ + rr an 


Hemos obtenido tal función de t que para £= 0 se convierte en yo, рага 
4= 1 өп ys, para £ = 2 en уз, etc. Puesto que el valor sucesivo argumento z 
рее paso A se determina por la fórmula z, = т + nh, luego n = (zp — хо), 

ices, haciendo z = те + fh, o sea, £ = (z — 20)/h, reducimos la fórmula (4) 


ed 
mant FR ant EI rn ур... o 


1126. De la tabla hallar el valor de y para т = 3,1, valiéndose 


© @ 


de la fórmula de interpolación de Newton. 
Resolución. Componemos la tabla de las diferencias 


ELA 
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3, z= 3,1, h= 1. Entonces t= (z — zoh = (3,1 — 3/4 = 04. 
ei Polinomio de interpolación de ке di 
исан e му, 


Aquí 
Escribi 


o bien, 
y=ro+o 154 OLD. 218,14. 


Por consiguiente, cuando z == 3,1 e y = 13,71, el polinomio de inte Ла- 
ción para esta tabla tiene la forma » d 


m 


1127, Se dan los logaritmos decimales de los números: log 2,0 = 
= 0,30103, 10024 = 0,32222, log 2,2 = 0,34242, log 2,3 = 8, 
log 2,4 == 0,38021, log 2,5 = 0,39794. Valiéndose de la fórmula de 
interpolación de Newton hallar log 2,03. 


Resolución, Componemos la tabla de las diferencias: 


AQUÍ тө =2,0, z= 2,03, h = 0,1. Entonces t= (z — гу = (208 — 2, 
O4 — 43: De ollo a ‹ 9 


анд HE ag + NA у 
Ф 1000209 — KATETE —9 aue 
0,50103-1-0.3-0,01219---0,3-0,7-0,00090 + 


1 1 
030747. 0.00010 + 77.03-0,7- 1,7.2,7-0,00004 + 
+p 0 07-4,7-2,7-3,7-0,00006 = 0,30150. 


De este modo, log 2,03 = 0,30750. La tabla de logaritmos con cinco deci- 
males da el mismo resultado. 

1128. Se dan los logaritmos con cinco decimales de los números 
de 4 a 10 cada dos unidades. Valiéndose de la fórmula de interpola- 
ción de Newton, calcular los logaritmos con cinco decimales de los 
números de 6,5 a 7,0, cada 0,1. 

EI 


1129. Conociendo los cuadrados de los números 5, 6, 7, 8, hallar 
el cuadrado del número 6,25. 

1130. Escribir el ocaso de interpolación de Newton para la 
función definida quede tah 


$ 3, Cálculo aproximado de integrales definidas 


NERA DX mn Y ferivable un número аена do voces 
sobr e E PED 
EG mantas lx emis душе para el oido Spre 
Lado do is into dal 
Fórmulas de los pd 


¡AA Ena) Ry w 


o bien 
4 
Trama (otr. esi о 
el error límite absoluto os 
n n 
Rn & 7 (b—a) My, donde Mores tol. @ 


Fórmula de los trapecios 


\ N azan (E tya +a erra) Rt в 


ol error límite absoluto es 
Rn < dr (0—0) Ma, donde Mam max IF (NI ® 


(el vak to del = =h; — a) f" (д, donde ex) 
ER BE ане ев 


[IDA haa 


Hantit rl HA e 


el orror límite absoluto es 


В» <Sy Ca) Ms donde Му teg i et o 


(el valor exacto del error б, = — 


i a) Tle, donde a < c < b). 
Cuando la determinación de la cuarta deri 


do la función subintegral e 


dificultosa, pora estimar el veror del cálculo. de la integral | / С de por la 


fórmula de Si 


primero y ambos tienen ol mismo 
el paso A = (b — a)/(4k)] se de~ 
tiene en cuenta el signo del error); 


ôs ~ (h — 19/15 


(este procodimiento se puede llamar estimación del error de la fórmula de Simp- 
son por el método de duplicación del paso de los cálculos). 


2 
131. Por la fórmula de los rectángulos calcular 7 = | z dz, 


1 
dividiendo el intervalo de integración en 10 partes. Estimar el 
error, 


Resolución. Aquí y = Y 
De puntos de división sirven ze = 1, z = zo + A = 14 ре 132, 


+ 1,342 + 1,378) = 0,1 -11,981 = 1,20, 


Estimamos el error. En ol caso dado /' (x) = f/(2y 7) sobre el onto 
It, 2] alcanza el valor máximo igual a 0,5 para z = 1. De esto modo, | /' (2| < 
<M, = 1/2, De aquí, por la fórmula (3) encontramos 


AO 
RA 3 


Por consiguiente, Z œ 1,20 + 0,025. 
Para comparar, calculamos esta nisma integral por la fós 
Leibniz- 


1 2 

- D 
-Ivzae-issa-Loyioqxiim. 
1 ui jo diy 21:12. 


En electo, el valor real de la integral está en el intervalo hallado. 


241220 


1132. Calcular la misma integral por la fórmula de los trapecios, 
tomando л = 10; estimar el error. 


Resolución, Para las mismas designaciones, utilizando la fórmula de los 
trapecios, obtenemos 


геол. 1,04941,0954 1,140 -1.1834- 
+ 4,225 + 1,205 + 1,304 + 1,342 + 1,378) = 1,218. 


Luego, 17 (z) = —1/&V 2); | /” (2) | < 1/4 sobre el segmento [1, 2]. De 
este modo, por la fórmula (5) lamos 


(жыл 


01,1 
Rex ре 000, 


De suerte que 7 s 1,218 + 0,002. 


1133. Calcular aproximadamento por la fórmula de Simpson 
n 


Lu | УТ 242 con precisión de hasta 0,001. 
Resolución. Ante todo, valiéndonos de la fórmula (7), determinemos qué 
paso h hace fala tomar para alcanzar la exactitud prelijida. Tenemos 
= Y TES 19m VEA (әу 0297; 
"а= — Suy Gens JI (um 2t AA 
El valor máximo | 1 (2) 1 sobre el segmento [0, 1] se alcanza en ol punto 
a= 0; | AVO) | = З. Asf, pues, 
м av 
Ba < OZD (I =-1уу-1-3. 
Como este error debe sor menos de 0,001, ontonces M/60< 0,001, o sea, Mt < 
< 0,06. Se puede tomar 4 = 0,5 (si А = 0,5, АА = 0,0825), о sea, un poco mayor 
gue a magnitud roquorida, pero ex no feióré infltncia sobr la exactitud de 
ud notoriamente más grande que el orror real. De suerte 


1o, 9 soa, uina m 
n pes posta: 

Determinemos los val: de la función -yics = 0; 05 
3,4: 1 @ = 1,0000; / (15) 2 4,1180, 1 0.0) СА (stizutos lx clan 
con una cifra de reserva). Por eso 


9,5 
1 æ DEA (1,000-4-4-1,11804- 1.4142] = 1,1477. 


Por lo tanto, redoudeando la última cifra decimal, encontramos f œ 1,148 
Para comparar, calculemos el valor exacto de esta integral por la fórmula 
de Newton— Leibniz: 


1) Уа [I Vaney TFE | 


=4 V+ +y 4 (1,4142-- 0,8814) = 1,1478. 


Así, pues, el valor de esta integral determinado por la fórmula de Simpson 
tiene incluso по tres sino cuatro cilras decimales exactas. go 


2 
1134. Determinar por la fórmula de Simpson 7 = 1% а 
i 


tomando n . Efectuar los cálculos con seis cifras decimales. Estimar 
el error del resultado obtenido. valiéndose del procedimiento de 
duplicación del paso de cálculos; comparar el resultado con el 
valor eal do la integral, tomando esto último con una cifra (séptima) 
le reserva. 


Resolución, Los valores de la función subintegral so han do determinar para 


los valores siguientes del argumento (A, = 0,425): 24 = 0; ту = 0,125; ++ si 2g 

оба сена de [Sis d sS uem 
= 11000000; yy = 0,984625; ys 1176; ‚816712; y, = 0,800000; 
= 0,194002. yy = 0,640000; уу = э, = 0,500000. “Substituimos 
estos datos en la fórmula do Simpson para №, = 0,125 y hy = 0,25: 


а lu ya-FÁ (о A E 


= 2e. (1,000000 -- 0,500000 (0,954815 -4-0,876712 - 0,719101 + 


—- 0,506380) -+2 (0,94117 4 0.800000 --0.640000)] — 
1 


15,840548 л: 0,785398; 


Jy AE tH ои) 2и 


0,25 


= 211,0000 -+ 0,500000 + 4 (0,941176 +i, 840000) 4-2.0,800000] = 


=-{р 9.424704 0,785302. 


һ—1› _ 0,0000. 
ы, = لپچ‎ DOTÉ. „ 0,0000004. 


Do este modo, las seis cifras de 7, deben ser exactas. El valor real do la 
integral es 


lo que confirma el resultado hallado. 


1135. Valiéndose de la fórmula Simpson calcular E 


-—— 


precisión de hasta 0,0001; tomar п = 10. 


ue 3t 


А 
1136. Calcular por la fórmula de Simpson [52= tomando 
i 


а = 8. Estimar el error por el método de duplicación del paso; 
comparar con el valor exacto de la integral. Realizar los cálculos 
«on cinco cifras decimales. 

1137. Calcular por la fórmula de los trapecios I = 
E 
| VEZ QS sev? т dz, tomando n = 6; estimar el error de antemano 


° 
para determinar con qué número de cifras decimales (соп una cifra 
de reserva) hace falta efectuar los cálculos. 


2 
1138. Calcular por la fórmula de los trapecios In 2= | % con 
precisión de hasta 0,01, tomando n = 5. : 


А 
1139. Calcular por la fórmula de Simpson ( 22 dz con preci- 
1 


sión de hasta 0,01, tomando n = 4. 
n 


1140. Calcular por la fórmula de los trapecios j e= dz con 


precisión de hasta 0,01, tomando л = 4. 
E 


1141. Calcular por la fórmula de los trapecios TR de con 
à 


precisión de hasta 0,01, tomando n — 6. 


$ 4. Cálculo aproximado de integras mui'iples 


1. Análogo de las fórmulas de los rectángulos. a) Examinemos la región 
a AAA AAA 
2 me le tl además 0) c V (r 

Ls 71). Dividimos la rogión D en n partes con las líneas. * 


sagatio (=0, 1,2, ... в). w 
Luego, dividimos el segmento [a, b} еп m partes iguales mediante los puntos 
a pI d дета Xm = Р Y por estos puntos tracemos las 
rectas paralelas al eje Oy: 


== о, sm. [] 
Con dps fnilis de Ирен (1) y (D Ia región, D те divide en mn ouadriláteros 
curvilíneos que tienen por vértices tos Pay rj ij Pros] Gies Vii J) 
Puja бе бына, Рин Gesn Monge £ O dg рад. 
2, п. ша Tilaa (<р mi 2) la longitud del lado vertical del 


*) Notemos que esta condición no limita la generalidad de los razona- 
mientos. 
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cuadrilátero no depende de / y es igual a 
PP, 0060, зао 2 оп 

mos por Ay el área del cuadrilátero curvilíneo representado en la 

ш. 72. ste бер se deltrmina por la fórmula 

Se 
swt | mee cas [7 
E 

De la igualdad (3) resulta que el valor de Aw, no depende de /. Teniendo en 
Bunte fto, lo рашка Son Aa = Аер OL em UR e acm de 


ы um 


Fig. 71 


Sustituimos la integral doble | (/ (, y) dz dy, donde la función / (z, y) os 


5 
continua on la región D, por la suma integral bidimensional, escogiendo en 
calidad de mudos los puntos Р, 


=i ai 
f fie nazara D ao Y) a. w 
> A ^ 
donde 
muet тий, ту (0+ T Ie 0 — (ol. © 
p, Saccionando en calidad de nudos sucesivamente los puntos Pis Pi yyy 
э-ү, obtenemos, respectivamente, otras n о 
Lp rg сы نا‎ 
"m 
Û res nicam Y 601 X nes © 
> ч уч 
=з эч 
$ ree mareo У hm 3s o 
> э 
"en 
рела Ж hm Xe ® 


T o ж 


Jas fórmulas () (9), (D y (8) ann el análogo de las fórmulas de Ios rectán- 


{о para ol cálculo aproximado de la integral definida. Es vidente que estas 
iss son tanto más exactas ias onan to mayores son los números т y A, o тез, 

cuanto menor es la lor cada uno de los segmentos de partición 
5) En e сю particular. cuando тай Diem rectángulo definido por 


Jas a ө са tod 


les son les entre Sí y 3e determinan por 3 fórmula Ае = (b — a) (d — cy 
(mn). Las fórmulas (4), t. (7) y (8) adoptan, respectivamente, las formas 
tt 
[fre nan - 4 3 iui 9 
0 p 
А aasi 
IES 3 Dans 
0 5 A 


j re War dy 


Bre (dr dy a TS b 5 на 


do 


Las expresiones (9) — (12) se pueden llamar /órmulas de los paraleleptpedos 
9 Sia función /|е, y) es monótona coo respecto n cada una de ls variables 
з о y, entonces para la еті doble es válida la estimación 


A аз 
D 


donde M y p son. respectivamente, la máxima y la mínima entre las sumas 


Yi mis Жане DE caco 


El la función d 4: Аа1ев /; (e, fy у) 
son дш en ia región О, ЧЫ Regio a — "PO ra 
Te estimación del em de lis беши реаби () — (2) e dint 
con ayuda de la desigualdad 


үнү < 4 [ моа y Mo) 1 dà 
donde 
Mim max lote y). Mam mar diis pl. 
p 27 
eye ег 


2. Análogo de la Iórmula de las tangentes. a) Examinemos la integral doblo 
[Es ı) dz dy. Sea la región D ol rectángulo a < z <b, ¢ < y < d 


en tados los puntos del cual se cumplen las condiciones 
АС-В'> 0, 4<0 C<0, азу 
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donde А = да, C = fja, В = {гу Estas condiciones la convexidad do 
Ja upericio t = (9 77) va tod3s los puntos de la región D (de un moda ank- 
Ingo ui орыш ДЄ — BESO; А> O; С> O aguas la шанды da 
а superficie). 
, Entonces para el cálculo aproximado de la integral doble os justa la fét- 
mula 


ftre pde dy (a (2—) f (s. у), (16) 
> 


donde ® = (a + з, У (am. 
b) Wr Zw a rea mediante las rectas z 
og m gU m 0,1, 2... n) en ma rectángulos 
ral doblo en cada жейд elemental con ayuda de la fórmula (16) y sumando 
os resultados obtenidos, llegamos a la fórmula siguiente para el cálculo apro- 
ximado de la integral doble 


mina 
1 bia) à ү? 
{|| не paraya A9 3 3 rci 
Б Din 
donde z, = (zı4, + 200/2, уу == (уры + yi2 
e кка U) ига таа el lot djtosimado do la Integral doble ооп 
exceso si se cumplen las condiciones (15). Notemos que la fórmula (17) se puede 


utilizar también en el caso en que la primera de las condiciones (15) no 

pla. Sin embargo, en este caso no se puede señalar cómo se ha determi 

valor aprozimads de la Integral doble: con defecto о con exceso. 
3. Análogo de la fórmula de los trapecios. а) Examiuernos la integral doble 


I= Ss (e. ) az, dy si 1a región D os un rectángulo a < 2 < è, ¢ < y < d. 


Entonces para el cálculo aproximado de 1 
MT maras = 
> 


dondo s, = [ (e, c), s = (0, д, г = „а = f (b, d). 
omita Tola a y yalor orlando d Y gl dole con eres si se 
ici 


45). 
estimación dal rior de Ja fórmula 118) se determina por la desigualdad 


ada (E, 515) > 


integral doble es justa lo fórmula 


080) eto. (18) 


< Û | н maza <del 119) 
> 


b) Dividlmos la región D por las rectas paralelas а los olea de coordenadas 
en mn rectángulos iguales. Calculando la integral doble en cada rectángulo ele- 
mental con ayuda de la fórmula (18) y sumando los resultados obtenidos, llega- 
mos a la fórmula siguiente para el cáleulo aproximado de la integral doble: 


bado 
EE 


[jf паа (Sa +28, + 45у), (20) 
> 


donde Sa = soe + žmo + е» + 5да es la suma de los valores de la función 


los vértices del rectángulo; S, = J) (yo + tin) + Dj (oy + зыў es la suma de 
` i 


los valores de la función en los nudos que están sobre los lados del rectángulo, 


sincontarlosvérticos; 5, = У, J} zy, es la suma de los valores de la función 


en los nudos que están dentro del rectángulo. 
Si se observan las condiciones (15) por analogía con la desigualdad (19) 
obtenemos la estimación 


мааа 
LA 3 у уа. < ] { пе, pdzay< 
— бе > 


0—0 
ma 


t= 


(So +25, +453). 


DUE 

i n error de la igualdad aproximada (20) es también válida 
€) Si la región D está acotada por las líncas z= a, ж = b, у= фз), 
u= ф (2), entonces en calidad de valor aproximado de la integral оне 


Туе, y у se puede considerar la media artimética de los resultados de 


los cálculos aproximados de la integral doble, obtenidos por las fórmulas (4), 


(6), (7) y (8: 
mel жй 
[jte ninm X nm D sna rH patinga 02 
> Am 


donde Ao, (i= 0. 1, 2, . . ., m — 1) se calculen por la fórmula (3) y los 
lores 31y, por lus fórmulas (5). Las fórmulas (4). (6), (7), 8) y (22) es conveni 
wtilizatlas on los casos en quo el cálculo exacto o aproximado de las Áreas 
Ao, no presenta dificultades especiales, 

4, Análogo de las fórmulas de Simpson. a) Examipamos el caso de la región 
rectangular D dofinida por las desigualdades — < т < М, —1 < у < 1. Se- 
lecelonamos los coeficientes del polinomio de tercer gra 


Pa (z, y) = ауы? + anaty + аргу! + аы? + agot? + anay + 
+ ао? + mor + Goy + aoo 


de modo quo on cinco puntos (nudos) idos de un modo especial los valores 
de a tuación f e. УЫ ао Р, la y) coincidan. Entonces 


"m ‚1 
| {неле | Û Pate реа. 


EX 4 


Teniendo en cuenta que {ооа sı ф(—)= —@(4) sobre [—a, a], 
obtenemos la fórmula 
ra " 
Y Jie azaya S ett 
35 


(23) 
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Si los nudos se eligen del modo mostrado en las figs. 73 y 74, entonees la 
fórmula (23) se puede escribir, respectivamente, en la forma 


" 
j penam ra. neri eros 04 
A 


+1(—h, 04870, 00, % 
о blen 


H { dg) dz dy = рм Os 0+ (Bh, 0) 70,07 (0, =D +21 (0,0). (25) 
añ 
Para el rectángulo a z < b, e < у < d las fórmulas (24) y (25) tienen, respec- 


tivamente, la forma 


j be. vjazdy m PRE [10 + 


+a atro 9+16, a+ (3, S33) ], e 
{оо онаи 2-372. [ (a کچ‎ (+ (ns 


+) e) (58a) em (52. 


Kas fórmulas (8) y (27) son tanto más exactas cuanto menores son, las dimer 
siones de lo; = se deduce de lo expuesto, ellas son exactas para los 
monde diendo el Scd las rectas paralelas a los ojos do Jas 
ivi b E jelas a los ojos do las coor- 
denadas on тл rectángul Vip qr glisse a c "oda uno de aioa foh 


la fórmula (26) y sumando los resultados. Negamos a la fórmula. 
ъа 
(b—a)(d—c) РР 
| fie таса PEREZA (ооз, бә, — 08 


donde 
Sofía, + (a. Ff, е) +70, d). 
ms ms 
= 2 Uza Ff (ais 9+2 Uta, stt, из, 


mina mint 


3 nero sE X epe, 


mn 


Si en los razonamientos pesa se utiliza la fórmula (27), entonces. 


ъа 
| | fis, g)dzdy o LPS (s, s, а), (29) 
donde 


иуи 


+E [ (gan...) (npn. a), 


se E ME EXE y Чун»), 


pr 


ә 3 pi | EAN м) (э. Ye) + vaye e) 


Las fórmulas (25) — (28) dan 
س‎ exacto, si la кай te 

ea ua polinómlo no mayor de leer 
pro, de as чие, овы 
ANO 


EA 
lus" фр 
ROSS e 


la 
mi 8" 
26, E p: Айшаны ue 


9 
tg alos, абата 
E е Ба 


" 
tj] fre nasr a | re này. 


ando vari la pequeña fórmula de Simpson, obtenemos la 
igualdad, эро Това] 


y 1z, dy e S шы 


Hm — n 


Án 513) Hyr — Feo] ao +21 + zga). (3 


Notemos que si ya (s) — yo (2) = k = const, entonces la fórmula (30) adopta 
la forma 


5 Hz. y) dzdy = 
> 
hi EET 
En particular, la fórmula (31) es válida si la región itegración D es un rec- 


h 
tángulo а < z < 5, с <!y < d con los lados paralelos a los ejes de coordona- 
das. En este caso 


J fre mary BERETE (ro. ets д, да+ 04 
> 
eire E) (к + (ê. + 


je, о ص‎ 


La fórmula (30) brinda un resultado exacto, sí la función subintegral es un po- 
Ипотіо de torcer grado respecto a y рага z fijada y el resultado del cálculo de 


Y 


Fig. 76 Fig. 77 


[ я Ek] 


Ja integral interior es un polinomio de z no mayor de tercer grado. La fórmula 
(92) as exacta si г, y) ss un polinomio de torcer grado respecto а s con y fijo 
(o respecto a y para s fijo). 
d) Si la region de integración D es un círculo con contro en el origen de las 
coordenadas y radio r (fig. 76). entonces, para el cálculo aproximado de la in- 
tegral doble es racional pasar a las coordenadas polares: 

or 


| tte. máear= | ag | рево. psengipap. 
D $ d 


Dividimos el rectángulo en el plano Ор (fig. 77) mediante las rectas y = x y 
p= 7/2 en cuatro partes tes. Calculando los valores de la función 
Subintegrol en los mudos y aplicando sucesivamente las lórmulas (24) y (29) 


obtenomos 
»)]. өз 


TIME 


fre nan [re meer (— 
Б 


| re niu [1 (о) ес 041 ( 
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obtenemos, donde S = ares el área del círculo. Las fórmulas (39) y (34) son 
exactas cuando F (o, q) es un polinomio no mayor de tercer grado, con 
respecto 


ando a fórmula (32), obtenemos 


M ft pasa [г r2 (79) 


21 (r, OF 


+4) .0([. [ 


=] ie. "m ар-ар cos y. ipsen q)dp dy 
Para tal айыы fórmulas (24), an (32) adoptan, respectivamente, el aspecto 
15A [re она (69) |, % 
1S [r( 0) +1 e o+ (4-0) ], 
1 [na ora (o) zr em (+0) |, |m 
donde S = nab es ol área de la elipse. 
1142, Calcular la integral doble 7 = W (= + yy dz dy si la 


región D está acotada por las líneas z— 1, z= 3, y=* 
paria 


Resolución. Determinamos primeramente el valor exacto de la integral 
en e 2 
=] | emen eso e 

1 1 


E 


з 
1 
=+ | [2r eto — Ap) dr 


eere am [T nt pren «= 


507, 2107 79 7 9 1 
-$GLOPeP [i-e 


Hablamos los valores aproximados de la integral doble valióndonos de l 
клы O У С) y comparamos estos valores con los exactos. 


dee 


Hacemos m m de п = 4. Calculamos los valores yy = 0, $, 2, 3; 1 = 
=0, 1, 2, 3) utilizando la fórmula (5): 


ч (+47). 


Puesto que som ban db s 2, эй = АЛ, д ae 
Y 1 EA Pus 


EPIS 


gia нө” E 25; au 
PLE ME P 55, 
p n, уш = 6275, 


РИЧ ГА Jo C405; pa = 1425, vem r 
anula 18] tonem 


Para i = 0, 4, 2, 3 obtenemos Aa, = 0,156; дең = 0,219; до, = 0,281; 
Aus = 0,344. 


Luego, como 
sy = @+ и" m 0,1,2, 3; j= 0,1,2, 3), 
‚063; 6.25; = 7,963; үүт 
P PEL PEE, 20388 нае 3 Е 42,25; 
Р 2 
= 112,891; EE E E E 
T Ste no = Gw 


ci 


nao ca las fórmulas (4), (8), (7) y (8) encontramos, respectivamente, 


. 3 A 
2,=}, um D) бишек tataa 
= 22,878-0,158-+-75,005-0,249-+-189,5-0,281 -+-377,345-0,344 == 201,886; 
rape 3 
Z do 2 tí, m D], знаена чыныда 
<= 75.095.0,156-+ 183,5. 0,219 -- 377 345-0,281 + 888.,320.0,344 c« 394,721; 
O з 
У а У, n, ра У) бо (а ааа + = 
ё S e 
e« 27,818-0, EN TAURO ж 230,190; 


з 
Зваў ны. a= Set Ga, ibt нони - 


<= 38,595-0,1564 211,5-0,219 427 345-0,281 + 160.329-0,344 =. 444,873. 


Low errores absoluto y relativo de Jos valores obtenidos son bastante grandes 
lo que so explica por la pequefes de los números m y n 
Aplican fórmula aproximada (22), obtenemos 


ү м 201,886 + 230.190 + 394,724 + 444,873 _ 1274.47 _ 347,793. 


xt 


Entonces el error relativo 


_ 347,793 — 313,2 
б= Neo = 1,3%. 


1143. Utilizando Ја desigualdad (21), estimar la integral doble 
= 55 (29 + y?) de dy, si la región D es el rectángulo acotado 


por las rectas s = 0, z = 4, y = f, y = 5. 


Resolución. — Aquí 16,0 = aah, fa (2, v) = 28, f (e. y) = 20, 
lp (z, y) = 2, fia (z, 0 = 2, fay (z, y) = 0, por eso las condiciones AC — 
— B' 20, 4 > 0, C> 0 so cumplen. Hacemos m == 4, n = 4. Los valores 


„= IF, mem лде бае 
P3 БЕУ Ey EP PAG сү 
LEES ILE ni fórmula 


Iac 42514455) 


dondo 

Sym 1 + 25 + 17+4 = 4, 5, = 24 5 + 10 + 204 254-324 344 

тата f 9+ 0= az S, = 5 + 10 + 1748413 + 2041384 
Por consiguiente, 


Th (4 221244109) 024 286, 


Para el cálculo aproximado de la integral doble con ayude de la fór- 
mula (17) delerminamos primeramente 3,+(241-+20/2 _уу (ujat v]? 
(10, 1,2,3; }==0, 1, 2, 3); tenemos 1,2205; z, 15; 2,22 


domi: qmi: imi уу=%5. Designamos 2,2} И y calculamos 
2005915225; umi Sess 
3051-2515 8,5; qo 15t-25!e 85; 
0,5 359 12,5; та 0596351145; 
Fa = 0,52 4,5? 20,5; 5 F4 22,5; 
Lite Br S4 1,52 s: 
522,52==125: 0132-22-185; 
in7251-35: 2485; 3514-351 2245; 
Taa =2,54 4,51 = 28,5; A335 AS e 325. 


Entonces. 


IA Q5 83-35 SHA ааа а 


8,5 + 12,5 + 18,5 + 26,5 + 44,5 + 18,5 + 24,5 + 32,5) = 248. 
De suerte que 248 < F < 258. 
Hallemos el valor exacto de la íntegral: 


n 
1 { ع ر‎ | [5 Rehe- 
ai è 


)e-[$ 54-5 #}=ж $ x 250,667. 


al (ге + E. 
? 


De esto modo, las fórmulas aproximadas (20) y (17) dan, respectivamente, los 
errores relativos: 


258— 250,687 250.667.248. 


[S s 0% 2,1% رھ‎ LEE 


1144. Utilizando la fórmula (32), calcular la integral doblo 
I = $ | (a? + 29) de dy si la región D es ol rectángulo 0< 3< 4, 
0s y& 6. 
Resolución. Determinamos el valor exacto de la integral: 
“ж n 4 
1= | ae | оодар | tetas | беч заг 
$ з à 


[2554-362] 272. 


) bed, cû, dem; f(z, y)= 224-24; fia, с)= 0; fía, d) 02; 
10. у= ль aes t (a, 52) в; 1 (o ©) о (5, е) 
- (sh 2а) ав: qe at, 52) m10. Aplicando la fórmula (32), 


encontramos 
46 " 
1f AN 
з 
=$ (044-484100) 272. 


Hemos obtenido el айо te la función subi: al / (z, 
EE o da икан ا‎ al ee. T 


1145. Calcular la integral doble 1= | | (+ 57-)'^ dzdy si 
5 


la región D está definida por las desigualdades —3<2<3, 
—2<y<2. 


Resolución. Pasamos a las coordenadas polares, haciendo = = 3p 
у= 2p sen 9. Entonces "A+ уй = р OS q € ал 0 Lp el. Ul 
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zando la fórmula (38), ballamos el valor aproximado de la integral: 


12s (i2 dr d) 


x (+) =2. 
El valor exacto de la integral es 
En 21 E 
IJ jocum | o |g = 0 | one 
12 $4 b 
El orror relativo es 
6 = (2,5n — 2,4x)/2,4x-100% = 4,2%. 
1146. Hallar el valor aproximado de la integral doble I= 
- (5+0) dzdy por la fórmula (30), si la región D ostá 
D 


acotada por las curvas 2=2, z=4, y=2%/2 e y=2z, 
Resolución. Determinamos ol valor exacto de la integral: 


I= | «| y [т,+-] z= 


PIT 
=} (ен Per- i-i] 
= —16—25,6—8-4- 1-- 0,8 16,2, 
Aquí 


2—2, 


4, а= Go am 3, y= iH, 
nm (o + 02 = af en 

ay = Yj fem o (za) = 2, ун m) = 3, vo = n (e) = 4, 

Tas) = 45, m mn (2) = 525, va ya (2) =, 

m= Yo (ea) = 8, Yu = n) =8 Yes = pa (ed = 8 

aj = f Gp n) а ny m 0, 4, 25 
өю = 3, ta = 4, геу m 5, no == б, za = 6,75, t = 7,5. 
чө = 10, zu = 10, وو‎ = 10, 


Por la fórmula (30) obtenemos 


аа 
1f | (PH) ra +94 
EA 


+4 (6—4,5) (6-H4-6,75--,5)--(8—8) (10--4-10--10)] n8 $- m 10.107. 
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1147. Utilizando las fórmulas (26) y (32), hallar los valoros apro- 
ximados de la integral doble Z = ji (zy--3 V y) dz dy si la te- 


gión D es el rectángulo 0<2<2 1<y< 9. 


ES, Aplicación Че е Ама єл. saylar 
iegra'es cabrona 2 ^5 pes 


1. Célealo do integrales definidas por el método de Montecarlo, a) Se requiero 
calcular la integrla | ф (0 dr. Supongamos que f es una variable aleatoria uüifor- 
memente distribuida, p (f) es la densidad de distribución de probabilidades do 
шш variablo mentorit: O si ж 

0, si t<0 
°-{ SS 
0, si if. 
intonces la esperanza matemática de la función aleatoria q (f) se determina 
por e igualdad 
1 
міо | POPE 
D 
Teniendo en cuenta los valores de p (0, obtenemos 


M (e (= j eat. a 


Hallomos al valor aprozimado de la esperanza matemática. Supongamos 


pe "aliado do сшде ю obtionon Y valoras do Ta vitia Aleator 
RY 
dro fa tabla VI o la pág). Жаман al 1а АЫ д0 паюги 
Ei E [irs e быт, por la gulag o (9 (01 
1 
MOR 3 on. o 
^ 
Do las igualdades (4) y (2) resulta qud 
i " 
Tema D ocn. o» 
; а 


, 3 Bxaminemos ahora el caso] general: supongamos que so erige calcular 
| £) de. Pasamos a la mueva variable £ con ayuda de la igualdad z= a + 


25—122) 


+ (b — a) t. Entonces 
i 
j 19 5-6-9] еба, w 
donde = / le + (5 — а) t]. Utilizando la fórmula (3) el cálculo 
ЕА Ta latogal ва do miento dela (dina (o obtenemos 
b- 


[roaa Xen. o bien [rot нш в) 


= pn 


donde гү = a + (b — e) tj 


1, 2,- an №). 
La bla pere calcula a integral айла por Ia fórmula (5) tino la forma 


la E 
2| B 
N| zw а) 


E 
Dien 


EL método expuesto dol cálculo aproximado de las integrale delíidas вол 
ayudo de la fórmula (5) es uno de los casos particulares del método do pruobas 
Mostramos auo. poculi ¡cular las integrales definidi 
fostremos to para calcular ов de 
Basado en a utilización dal método de Montacano, Do la оромо geomi 


trica de la integral definida resulta quo la integral Г = i 1 (2) de expresa el 


Área del traj eurvilíneo acotado por las líneas z = a, bam rm 

Т ый f G) toti y mo negativa ore al seno La, T- 
ined limitado por i restes т arem 

EUM ondo M or a (o) (ig. 16). Si la Тш 7 G) апыр 


desigualdad / а) > 0 Go ei todos los puntos del segmento [a, è], utilizaremos 
la 


n 
Î rozm jura an. 


Ende, ol númaro > 0 ha sido escogido de modo que / 6) +A > 0 para = € 


€la, 
"I método dado, al ol precedente, se basa en la utilización de la 
NIC Id б» pertenecientes al intervalo 10, 1). Por seo es neco- 
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sario pasar de las variables z, y a las variables E, n, de modo que la 
Фу ransforme en cierta región D que esté dentro del cuadrado unidad 0 < 
<1,0<19<1 (fig. 79). Para esto hacemos z= a+ (b — a) E, y = Mu 
4 
D 
у-н) 
° 
oe Da 
Fig. 78 Fig. 79 


Entonces dz = (b — а) dÈ y al variar z dentro de los límites de a a ò la varia- 
Мо $ toma los valores de 0 a 1, La integral definida dada so transforma, obtonión- 
lose la forma 


; 
Te м | „фа, (6) 
donde н 
= letat. o 
Do ja, igunldad C) e desprende que / (2) = М). Exeminemos el conjunto 


de los puntos aleatorios (E; m) f «s ari лм) distribuidos unifor- 
memento sobre ol cuadrado unidad. Su ios que en la región D se tienen 
n puntos, Como los puntos aleatorios tribuidos uniformemente, entoncas 
ñ 
а en probabilidad ¿90% 
WU T d 


donde el número 4 expresa el área del cuadrado unidad. Entonces 
А 
[or e 
à 


De las igualdades (6) y (8) se puede concluir que 
А 
(res 


® 


Esto es precisamente la fórmula del cálculo aproximado de la integral definida 
veliéndóse del método de Montecarlo. o 7 edo de la ins 
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La igualdad aproximada (9) se puede escribir así: 


è 
$1) dz 
> =ош ы 


de donde se deduce que la relación entre el área del trapecio curvilíneo D, y el 
área del rectángulo [véase la fig. 78) os aprozimadamenio igual a la relación 
dol número do puntos aleatorios que hay dentro del trapecio curvilfnoo, con 
resposto a los quo hay dentro del rectángulo. 

Та table para calcular la integral definida por la fórmula (9) tiene la forma 


Y, 


fep 


EEE RES 


E: z Е 


A | tv | nv zw y Hen) 


N) hay que escoger aquellos que cum- 
) de ea veles el ial d 
múltiples por el método de Montecarlo. a) Se 


requior calcular | jj f (=, y) dz dy, donde la región D so defino por las dosi- 


gualdados а < з <®, qı (z) < y <a (2). Supongamos que las funciones 


Fig. 80 Fig. 81 


шы 


тшй. Ез evidente que en le región D habrán з puntos (sj p), dondo z, = 


acuerdo con 


el teorema del valor medio tenemos 


We pedet ps [m 


dondo (Z, 7) € D y S es el área de la región D. Tomamos como valor aproximado 


de / (7, y) la media aritmótrica de los valores de Ja función f (z, y) en n puntos. 
aleatorios que se encuentran en la món D: 


3 [rm вз) 


= 
Teniendo en cuenta las igualdados (11) y (12), obtenemos 


fre meray Sn v. аз 
b 


= 


Es cómodo emplear la fórmula (13) sí el área 5 se determina con facilidad, 
Por analogía con la fórmula ami se puede escribir 


W= == =F 
dondo 5 es el área de la región D. Entonces 


dà‏ وس و2 ےو 


De las igualdades (13) y (14) obtenemos la fórmula para el cálculo aproximado 
де la integral doblo: 
ПЕ م رور‎ PT и). as 
b 


Para calcular las integrales dobles con ayuda de la fórmula aproximada 
(15) es cómodo utilizar la tabla de cálculo: 


men eyy 

à | u | ow | ot | ed om аео) = 

1 A | m y з (21) se 1 

HEIS] @ ЖЕДЕ жй 
En | nw zw yn |а б) | ее (е) | fen vr) 


Entro los valores y, (1 < i < N) hace falta escoger tales para los cuales 
cumpla la condición y, < y, eer ааа ноди 
b) Genoralizamos le fórmula (9) para el caso de la integral doble 


1 (s, y) de dy, si la región D está definida por las desigualdades a < z < b, 


Pl) <y < 9, (0). Dosignamos por M un número tal que М> 
> mz fle, s). La integral doble ffe y) de dy expresa, como es 


D 
„ыі И de un cuerpo cilíndrico V definido por las dades 
сутта SE y). Este cuerpo cilíndrico está 


E de 


tonces la región Y se trans- 


Бе Pasamos а SE eres variables 
а a), E 
Erma on una Hide  delinida or las баон 


ос, 0 сус BEZ осн 


ч 0 ge halla dentro del cubo unidad acotado por los planos $ = 0, 
ESE a= o nai, р f De sun 


176-0 u—9-M | [96 таал, 
^ 


dondo 9(5, m = la + (6 — a) E, e+ (@— e) my A es ln región obte- 


nida de la La después de la sustitución de las variables. 

ошо do puntos aloatorios (Е а: 

Siero û Ur ET EE are oC Е 
его de os que so encuen! " lo D 

Como los puntas “aleatorios están distribuidos отан ans 


т ч ромба | | eq matan, o bion [fot m at anx g. 
La tabla de cálculo, al utilizar la fórmula (10), tiene el aspecto 


Е 
AN 


a t) Hu 
E e is Гети) 


ome» [а о [son 


Botormando a las variables s е y, obtenemos la fórmula aproxi 
calcular las integrales dobles utilizando el método de Montecarlo: 


GS не» andy Cnel, " 
Р 


El número п so determina del modo siguiente: entre los valores de y, (= 
БВ", 9 Ny hay que tomar aquellos para los cuales ey válida la desigualdad 


I < < an 


Conforme a estos valores de yp, entro los valores de z; hace falta el 11 
ale чайна de los s de sy legir aquellos 


para 


<r (18) 
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Notemos que no es conveniente determinar todos los valores de Z; = 
rx er do, sino que silo los correspondientes а aquellos valores de yy para 
los cusles se cumple la condición (17). 

©) Una fórmula análoga a jas relaciones (9) y (15) tione lugar también 
para integrales do multiplicidad A: 


. 
f a aa. Dee m 
y E 


donde li lón V pertenece a un. pedo k-dimensional, en el cual las 
l4 dóa—cEC kx аа чә єн (= 
=1,2,.., k) y la función f (25, 22 2) es continua on la región V 
y satisfaco la condición 0 < 


La deducción de las [ES] Н а en la utilización 


del concepto de convergencia en probal or eso la razón n/N es tanto 
Sido establo cuanto mayor es N- Esto significa que pata todo número 6 = O 


tanto pequeño como se quiera, la probabilidad de Іа desigualdad | 7 — 7| < e, 


donde 7 es ol valor exacto de la integral e 7 es su valor aproximado, obtenido 
método de Montecarlo, crece con el incremento de N. No obstanto, 


1148. Con ayuda de la fórmula (3) hallar el valor aproximado de 
1 


la integral 7 = \ @ — г) dt, tomando de la tabla de números alea- 


torios en la pág. 453, 30 valores seguidos y limitándose a tres cifras 
decimales. 


Resolución. La tabla de cálculo tiene la forma 


E 


1 | 0,857 | 0,73 | и 0,971 | 21 | 0,070 | 0,005 
2 | 0457 | 0:209 | 12 0032 | 22 | 0,692 | 0,478 
3| 0,499 | 0:249 | 13 0,949 | 23 | 0,096 | 0,484 
1| 0,782 | 0581 | м 0.0001 | 24 | 0,203 | 0,041 
5 | 043 | 0,186 | 45 0,010 | 25 | 0/350 | 0,122 
6 | 0,698 | 0487 | 16 0,668 | 26 | 0,900 | 0,810 
7| 0038 | 0:001 | 47 0:200 | 27 | 0.451 | 0,208 
8| 0.558 | 0,314 | 48 0,088 | 28 | 0.318 | 0.101 
9 | 0,653 | 0,26 | 19 0,022 | 29 | 0,788 | 0,637 
40 | 0,573 | 0,228 | 20 ой | 30 | 0,11 | 0,012 


De este modo, 


de donde, por la fórmula (3) obtenemos 
] 
Y ae» dia 20545 x 0,685. 
D 

El valor exacto de la integral es 


De suerte que el error absoluto vale | 0,807 — 0,685 | = 0,048 y el error rela- 
tivo б = (0,018/0,867) 100% = 2,7%. 


3 
1149. Calcular la integral definida Z= | (22 + z?) dz, hación- 


dose uso de la fórmula aproximada (5). 


Resolución. Tomamos do la tabla do números aleatorios 20 valorés a partir 
dol tercero. La tabla de cálculo tiene la forma 
i „ “mtt | ? aî парта +x? 
1 0,499 2,499 6,245 15,606 21,851 
2 0,762 2,762 7,629 21,070 28,699 
3 0,431 2,431 5.910 14,367 20,277 
4 | ов | ze | 7.279 | 10.089 26918 
5 | оов | 2088 | 4153 8,464 12,617 
6 0,558 2,558 6,543 16,788. 23,281 
т | oss | 2653 | vos | 18.672 25,710 
8 0,573 2,573 6.620 17,034 28,654 
9 0,609 2,609 6,807 17,759 24,566 
10 0,179 2,179 4,748 10, 15,094 
и | бөй | zom | s | 20.95 35.150 
12 0,011 2,011 4,044 8.133 12,177 
13 0,098 2,098 4,402 9,235 13,637 
14 0,805 2,805 7,868 22,07 29,938 
15 0,516 2,516 6,330 15,928 22,256 
16 0,296 2,296 5,276 12,104 17,880. 
т | oa | zus | 465 9,924 14,542 
18 | oss | 285 | 79% | 22,307 30,231 
19 0,070 2,070 4,285 8,870 13,155 
2 0,692 2,692 7,247 19,508 26,755 


20 
Utilizando la fórmula (5) para а = 2, b=3, N = 20, 2 1 (2) = 437,888 


encontramos 
F = 437,888/20 = 21,894. 


El valor exacto de la integral es 
j erm ы еа 
El error "mo 
& = (22,583 — 21,894)/22,583 400% >: 3,1%. 
1150. Calcular la integral definida 1 ено utilizando 


la igualdad aproximada (9). 
Resolución. Aquí a = 2, Ь = 3, шах (22 4- 2°) = 36. Hacemos z = 


= 2 + E, y = 3n Tomamos de la tabla de números aleatorios 40 valores 
у = 20). La tabla de cálculo tene la forma 


Talas mm |=] 4 | "mmm 
0,457 2,857 8,162 | 23,319 31,481 
0,762 2,499 6,245 21,851 
0,608. 2,494. 5,910 7 20,277 
0,558 2,088 4,153 8,464 12,617 
0,573 2,653 038 | 18,672 25,710 
0,179 2,600 6,807 | 17,759 24,566 
0,011 2,974 8,845 | 26,905 35,150 
0,805 2,008 4,402 9,285 13,687 
0,296 2,516 6,890 | 15,926 „256. 
0,815 2,149 4,618 9,924 14,542 
0,692 2.070 4,285 8,870 43,155 
0,203 2,096 7,268 | 15,595 26,863 
0,900 2,350 5,523 | 12,979 18,502 
0,318 2,451 6.007 14,723 20,730 
0,111 2,798 7,829 | 21,906 29,185 
0,199 2,983 8,002 | 25,230 33,832 
0,421 2.188. 4,765 | 10,402 15,167 
0,104 2,338 5,466 | 12,780 18,246 
0,150 2,190 4.796 | 10,503 15,209 
0,820 2,449 5,908 14,689 20,687 


Como se ve de la tabla п = 13. Por consiguiente, por la fórmula (9) encon- 
tramos 


Iz (86-13)/20 = 23,4; 6 = (23,4 — 22,585)/22,583 -100% œ 3,6%. 
1151. Aplicando la fórmula (15), hallar el valor aproximado do 1а 
integral doble 7 = | | (z+ 2y) dz dy. si la región D so defino por 


las desigualdades 0221, 2/2<y<z (fig. 82). 


Resolución. Aquí a = 4. Puesto que la región D está situada en el 
cuadrado unidad, no se necesita pasar a nuevas variables. Tomemos de 
de números aleatorios 20 valores seguidos. La tabla de cálculo tiene 


1| 0,857 | 0,457 0,428 0,857 0,914 4,711 
2| 0,499 | 0,762 0,249 0,499 
3| 0,431 | 0,698 0,215 0,431 
4| 0,038 | 0,558 0,019 0,038 
5| 0,653 | 0,573 0,326 0,653 1,148 1,799 
6| 0,609 | 0,179 0,304 0.609 
7| 0.974 | 0,011 0,487 0,974 
8| 0,098 | 0,805 0,049 0,098 
9| 0,516 | 0,296 0,258 0,516 0,592 1,108 
10) 0,149 | 0,815 0,074 0,149 


Por la fórmula (15) рага N = 10 y n= 3 obtenemos 
I æ (1,774 + 1,799 + 1,108)/10 = 4,578/10 ~ 0,458, 
Doterminamos el valor exacto de la integral: 
na 
I= jj eran aray= | | (+29 шу= 
E LED 


: ‚ 
1 je 1 " 5 mE 
-1} een. а=} و‎ de o soar. 


Entonces 8 = (0,458 — 0,417)/0,417-100% cv 9,82%. 


x ye 
y - 
yao 
А 
PT 
9 TW" gg 
Fig. 82 Fig. 83 Fig. 84 


Aqui, al igual que en otros problemas, el número n = 3 es insuficiente 
para que puedan manifestarse, en medida debida, regularidades estadísticas. 
Sin embargo, para uoa orientación aproximada se ha obtenido ө] resultado satis- 

1152. Calcular, haciéndo uso de la fórmula (16), la integral doble 


[у Fy de dy, donde la región D está acotada por las líneas 
20 z= 4, y = 3z, у = Rz (fig. 83). 
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Resolución; Escribiendo la integral doble dada en forma de la reiterada, 
tenemos 7 = T de [vara Aquí а = 0, d = 4, ф (а) = 32, Pa (2) = 


Bs lugo, Pi) >0, 9а (0) <32, por өю с=0,4= 32. Como 


maz Vz F y = 6, ofectuemos la sustitución de las variables con ayuda 


Las rectas y = 3z е y = 8z so trans- 
respectivamente (fig. 84). Tomemos 
lores (N = 20). La tabla de cálculo 


ES 


18,052/4,240 
16,840 |4, 


19,782 4,441 


HS 


EEE 


| 2,500 | 3,506 
5,560 2,358 
6,650 | 2,501 


„416| 2,208 
16 | 0,960 | 0,052 | 0,307 | 3,840 | 20,864 | 2,202 | 11,520 | 30,720 | 24,704 | 4,970 


Como se deduce do la tabla de cálculo, n = 4. De este modo, por la fórmula (10) 
doterminamos 
_ =0) 20:6:4_ 
12 ا‎ C506 183,6. 
El valor exacto de la integral es 
4 
2 TEE оре а 
1=+ j e+ | de ig n |= 62 ج‎ ia 


y el error relativo es 
8 = (162,1 — 153,6)/162,1 -100% = 5,2% . 


E 


1153. La integral doble I = Шутт FI dz dy, donde D 


D 
es el rectángulo 0 24, 1< y< 7, calcularla por tres procedi- 
mientos: 4) por la fórmula (20) $ 4; 2) por la fórmula (28) $ 4; 3) por 
la fórmula (16), tomando de la tabla de mámeros aleatorios 60 valo- 
res. En cada caso estimar el error relativo. 


1154. La integral doble / = $ E az dy, donde la región 2 


5 
se defino mediante las desigualdades 0,2<2<1, 0< у=, 
calcularla por dos procedimientos: 1) por la fórmula (30) $ 4; 2) por 
la fórmula (16), tomando de la tabla de números aleatorios 90 valo- 
Tes. Estimar el error relativo. 

1155. Hallar el valor aproximado de la integral triple I = 


= f f f (a+ y + 2a) de dy de, hacióndo uso de la fórmula (19) 
b 


para k = 3, si Ja región D se define por las desigualdades 1 < 2< 3, 
0<y<z, zd y<1<2< + 2у. 
Resolución. La fórmula (19) pora la integral triple tiene la forma 
fu (b — a) (à— c) (hk 

Y 
Aquí a= 1, b= 3, c = 0, d = 3, g = 1, h = 9, M „эе [LL 


eye: 
IE] 
+ 22) = 24. Realizamos la sustitución de los variables con ayuda de las fór- 
Mulas z= 1, + 26, у = n, : = 1 +81, u = 240. Tomamos de la tabla 
de números aleatorios 80 valores (N = 


res у, 
Primeramente hallamos los valores de y, (1 < 1 «c 20) para los cuales 
ве cumple la condición y, < y, < §, el número de tales valoras os igual a 11. 
Luego, entre 11 valores respectivos de z encontramos tales para los cualos 
2, © x < 1j; estos valores son tres. Finalmente, entro tres valores correspon- 
Шопов de ш buscamos aquellos que satisfagan la desigualdad uj < Uj; el 
número valores es л = 1. De este modo, 

I ce (48 24)/20 = 1152/20 = 57,6. 

Determinemos ol valor exacto de la integral: 


3 z ly 1 r \х+% 
{= | | а | enean dum 
1 0 y * 


To 
ije Í [E 
і 


[ана — ie an rae 


(8:292 (625 _ (32+ , (82 
0-99-99] 


m 
met 


тени 


m 
v 


[5,0247 143 


(2,8044, t10 
55528,6 


(0,46210,251|04 


EE 2) ri 


6= (57,6—56,067)/56,087- 100% яе 1,6%. 


=т 


La tabla de cálculo tiene la forma: 


3. Método de Euler. La ecuación diferencial у = f (s, y) defino sobre ol 
plano el así llamado campo de direcciones, o sea, en cada punto del plano on que 
existe la función / (z, y) determina la dirección de Ia curva integral de la ecua- 
ción que pasa por este punto. Supongamos que se exige rosolver el problema 
do Cauchy, o sea, hallar la solución de la ecuación y = / (z, y) que satisfaco 

condición inicial y (а) = yo. Dividimos el to (zo, X] en п partes 
jalos y hacemos (X — ze)/n = h (h es el paso de variación del argumento). 
Supongamos que dentro del intervalo elemental de г, а ту + A, la función y” 
conserva el valor constante de f (zo, ye). Entonces, y; — Yo = А-7 (te. Yo) 


dendo i ee el valor de la función buscada, fomes ¿valor de s = 
р E ds би ае 


ción, 
A a, r a hd pales kd (а, 
E: n ; Ща Р] y "m Bonis T 
una quebrada соп 5 a), Eat Ans Yang = 
ni [ELE CICER "ноо de giebradas de Euler o mm- 
E A бои 


1156. Utilizando el método de Euler, hallar los valores de la 
función y, definida por la ecuación diferencial y” == „para la 


condición inicial y (0) = 1; el paso es В = 0,1. Determinar sólo 
los primeros cuatro valores do y. 


esoluión, Hallamos los valores sucesivos del argumento: z = 0, 
т, 0,3. Calculamos los valores correspondientes де la 


Función “busca 

и = yo + АУ (zo yo) = 1 + 0,4 (1 — б/ +0) = 144; 

Ya = ne А ens n) = 14 + 0,1 (1,4 — 0,19/(1,1 + 0,4) = 1,183; 

M m Ya + hif (л, ya) = 1,483 + 0,1 (0,183 — 0,2)/(1,483 + 0,2) = 1,254; 

Vu = Ya + Ref (za, ya) = 1,254 + 0,1 «(1,254 — 0,3)/(1,254 + 0,3) = 1,815. 
Así, pues, obtenemos la tabla: 


AAA 


y 1 1,1 | 1,18 1,25 | 4,3 


1157. Hallar, con ayuda del método de Euler, cuatro valores de 
la función y definida por la ecuación у = = + y, para la condición 
inicial y (0) = f, tomando A = 0.4. 


Resolución. Los valores del argumento = 0, z, = 0,1, = 0,2, 
з, = 03. Dolerminamos los valores correspondientes de y: 
n= ge A @ ve) = 1 + 0,1-0 + 1) = 4,4 
Ya = Y + hf Gs и) = 1,1 + 0,1-0,1 + 1,4) = 1,22; 
Ya = va ef gs Va) = 1,22 + 0,1-(0,2 + 1,22) = 1,36; 
Ya = gs + hef ys и) = 1,36 + 0,1-00,3 + 4,86) = 1,52. 


Obtenemos la tabla: 


1158. Hallar, por el método de Euler, tres valores de la fun- 
ción y, definida por la ecuación y' = { + x + y®, para la condición 
inicial y (0) = 1, haciendo В = 04. 

1159. Hallar, con ayuda del método de Euler, cuatro valores de 
la función y, definida por la ecuación y” = 2? + y? para la condición 
inicial y (0) = 0, tomando В = 0,1. 

1160, Hallar por método de Buler, la solución numérica de la 


ecuación y' = у" + Ë para la condición inicial y (2) = 4, haciendo 
h = 0,1 (cuatro valores). 

1161. Hallar, con ayuda del método de Euler, la solución numé- 
rica de la ecuación y = sobre el segmento [0, 4], 
para la condición inicial y (0) = 4) adoptando В = 0,2. 

1162. Hallar por el método de Euler la solución numérica 


del sistema de ecuaciones f= S 9 = fT, para las condi- 


ciones iniciales z (1) = 1, y (m =1, fete, haciendo % = 0,2. 


3j, étedo de Runge-Kutta. Sea que la función y esté definida por la ecua- 
gión diferencial y = f (2, y) para la condición у (ze) = ys. Efoctuando. 
la integración numérica de tal ecuación por el miedo de Кёз Киш se ¿nero 
minan cuatro números: 


A mH (ee), 
hohe (nes at). metet 


Si se haco y (= + №) = y (2) + Ay, se puode demostrar que дул 
mo (kı + 2% + 20, + 1). El esquema de cálculos tiene la forma 


А y = Adición 


^ n h | Aj фа 26А) 


ра | мА һ 


stia | ntie ka 


Tath Yoko ke 
заь иик 


399 


1163. Componer la tabla de valores de la función y, definida por 
la ecuación y' = y — , para la condición inicial y (0) = 1 en el 
intervalo [0, il; el paso es В = 0,2 (la solución exacta es y = 
= ү +1). 


Resolución. Hallamos los números: 


oh (s+, y Lo) naso: 1: 1,0948) олт; 
Jg nhe] (E FR, y kg) 042-1 (0,2; 4,1817) =0,1086, 
Do aqui, 


Av = (0,24+0,3672-+0,3894 4-0,1680)==0,1832, 


Do suerte que yy = { +- 0,1832 = 1,1832 рага z = 0,2. Do un modo aná- 
logo deterninamos уу, etc. El proceso de cálculo se electún por el esquema 
guiente: 


Lila к 
¿lu lil En 
, j , Ki 
3 93 | soos | 0,0908 0,1817 | олег 
4 | o2 | en | 0:0843 0:1686 
і роз Е 9:1580 
3 03 0,7874 0,1575 | 1,1504 
4 04 0:1440 0,1488 
4 | oa | nee | ones 0,149 
3 
4 
1 


Notemos que las cinco cifras de los números y, = 1,1832 е y, = 1,2416 coinciden 
con la solución exacta y = V Zz F 1. 
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1164. Valiéndose del método de Runge-Kutta, integrar la ecua- 
ción z*y' — zy = 1 para la condición inicial y (1) = 0 en el inter- 
КТАП [1, 2); el paso es k = 0,2 [la solución exacta es y = (2° — 

(22)1. 


Resolución. Aquí f (z, 


= +, Hiallamos los números: 


ka, 002 (3-4) 02: 
һм (eH +t) =2 (riri) ass 
eet (eed) moz (99. + + =0,18; 


O (Ê er) =o. 


Por consiguiente, 


м=р 20, 20,6) = 0,18, о sea, 
dimi +048 0,48, 


Del modo análogo encontramos 


=, 02 ( A +1) жї; 
=02 (SR Btr) 0,15; 
= (eis oe) оа (Er) a 


к=к (hs э+ы=ог (SE e) eoi. 

Por lo tanto, 

Ape (kı +R +R, + ka) m 45, o sea, mari 
0,18 4-0,15 20,33, etc. 

1105. Haciendo uso del método de Runge-Kutta, integrar la 
ecuación 4y' = y? + 422, y (0) = 1 on el intervalo [0, 1] con el paso 
% = 04. Realizar los cálculos con tres cifras exactas. 

1166. Utilizando el método de Runge-Kutta, integrar la ecuación 


y' = zly + 0,5у, y (0) = 1, en el intervalo [0, 1] con el paso 
А = 0,1. Realizar АУ cálculos con tres cifras exacta: 


Método de Adams. Su que ге exi la ecuación 


ser (a+ de 


n=y (а) my Ger 0, = р (со 4 20), yam y (zo +3) 


26- 1220 an 


(estos tres valores pueden obtenerse valiéndose de un método cualquiera que 
asegure la exactitud deseada: con ayuda del desarrollo de la solución en serio 
de potencias, por el método de Rungo-Kutia, etc.. pera no por ol método de 
Euler, debido a su exactitud insuficiente). Con ayuda de los números zy zy. 
Zas ту € Vor Vi: Va js Se determinan las magnitudes 

Bel Go уд}, а = hef Gs и)» 

аз = Bef (za, Ya), Og = Bef Gs Ys). 


Luego se hace la tabla de diferencias finitas de las magnitudes y y q: 


p 


z y Ay 4 м эч Аа 
zo ^ de 

Aye AM. 
E n h ГУЯ 

An Me Ad 
^ n СЯ А 

СА м 
n „ „ 


Conociendo los números еп la fila inferior oblicua, con ayuda de la fór- 
mula de Adams se determina 


Ap eo snti aH Ao 


1 halla también la magnitud ya = ya + Aya. Conociendo ahora 
T tn зо a Чы уш, después de Id cual de puede escribir la fila obli 
Bas = ds Aga = Ма — бе. А = Ача — бр. 


La ашта fila oblicua permito calcular, con ayuda de la fórmula de Adams, el 
lor 


siguiente 


Anti Mod Мер Pn 
у, por consiguiente, vs = у, + Ayo ote- 
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1167, Aplicando el método de Adams, hallar el valor de y (0,4) 
con precisión de hasta 0,01, para la ecuación diferencial у = 2% + 
+0 y (0) =— 

Resolución. Determinamos los primeros cuatro términos del desarrollo 


de Ja solución de la ecuación dada en serio de Taylor en el entorno del punto 
2-0: 


к=з Otr Oz Oe ут (0а e 
pt Alda AA (91е отино 
у= жуз у @ = 0+ (= 4 
э = 22 + ууз у" (0) = 0 + 2 
= 2 2 ду y" (O) = 2+2 
Do este modo, 


E 


Caleulamos los puntos 
a a „ыы 
Componemos la tabla 


ERE 
0 E 94 
бл бн. ГО [кое | 798 | oun 
BE 0,080 |" -o0 |" 0,002 
0,820 0,072 0,004 
0,3 0.075 0,007 
0,754 0,065 
0,4 
Entonces, 


П 5 Š 
Aj وه‎ + AG АЧ + Ma 


1 3 
=0%5+-у (0,002) 0,092. 


Por consiguiente, y, = уу + Ауу ле —0,754 + 0,062 з —0,602 œ —0,69. 


1168. Haciendo uso del método de Adams, hallar el valor de 
y (0,5), para la ecuación diferencial y" = т + y, y (0) = 1; paso h = 
= 0,1. Realizar los cálculos con precisión de hasta 0,001, dejar on 
el resultado dos cifras decimales. 

1169. Empleando el método de Adams, hallar el valor de y (0,4) 
para la ecuación diferoncial y’ = 22 + yl, y (0) = 0; el paso h = 
=04. alizar los ulos con el mismo número de cifras que en 
el ejercicio precedente. 


0,007)-4- Rr «0.004 + 
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$ 7. Método de Picard de aproximaciones sucesivas 


Uno de los métodos analíticos de resolución aproximada de ecuaciones dife- 
renciales es el de Picard, de aprozimaciones sucestvas. Aplicado a la ecus 
diferencial de primer orden 

иті. 0 4) 


con la condición inicial y (zs) = yo, esto método consiste on construir la solu- 


ión buscada y = É 2 < гу): Integrando ambos mi 
Erici Оваа ind oriri таараад T d 


пано Û г ла, 
9 bien, 


vos tes pa. e 
ES 


Se supone que en cierto entorno del punto (za; gy) la ecuación (1) satisfaco 
va A fe апи y de (ы Ар (cren do басу), 
o sen, f (z, y) es una función continua de sus argumentos y | ¿£| < К. 
Para determinar las aproximaciones sucesivas, sustitulmos on la igualdad 
A la función incógnita y por el valor dado yọ; obtenemos la primera aproxima- 
n 


nen | гв nat. 
E 


Luego, sustituyendo en vez de la función incógnita y la función hallada 
De Md (2). abienomos Ta segunda aproxi 


nant Û re. yt. 


Todas las aproximaciones ulteriores se construyen por la fórmula 


DSL vaihde (a=, 2, 
А 
De este modo, 


samya | Г, andate 


Se puede demostrar que lim yy (z) = y (2). 
El error so aprecia por la desigualdad 


Mie 
ти) > ER, 
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ee, GS 12—21 <а< о,1у— 0) << оо, 


Las aproximaciones de Picard den una sucesión de las funciones inferiores, 
o se, 
Ve <Y <s <... <n <Y) 


sl L0 y (5 i) 0: y si 0-0 y f(z, se) <O, ellas dan una suco 
sión de las funciones superiores, o sea, 
фо 2 V Va 22... 2 р >y (2). 


ө modo, cuando Я > 0 las aproximasiones do Picard, forman una suce- 


sión unilateral de aproximaciones, y cuando 27 < 0, una sucesión Bilateral. 
1170. Hallar la solución aproximada do la ecuación у = z + j* 
que satisfaco la condición inicial y (0) = 1. 


Resolución. En calidad de aproximación inicial tomamos ру = y (0) = 1. 
Entonces la primera aproximación 


поа | ааа, 
à 
Análogamonte, obtenemos la segunda aproximación 


ы! [+ (Rn) ]а- 


ardid 


1171. ¿Con ayuda de qué sucesión de aproximaciones de Picard 


se expresa la solución de la ecuación y” = z + y, que satisface la 
condición inicial yO = 0 рага 7>0? 

Resolución. En calidad de aproximación inicial tomamos yo = y (0) = 0, 
Entonces: 


mont] atomam Fas 
LI LI 


oH) er EEÁ 
| 


„-{ (ARE 


2 2. 2 
atra 


EN 


n >» 2 
COS ° 


Aquí, f(z, gà == + yo O y 97 = 1 > 0. Por consiguiente, las apro- 
ximaciones de Picard forman una sucesión de las funciones inferiores. 
En este caso la expresión analitica real de y (z) tiono la forma 


Gg ES 


ya) Ша ہو‎ = Ша ) + چ‎ + + E) = 


" күзү ES 
= не (Hitit жау) tm 
о bien 

yezi. 


1472, Hallar tres посаг АШ кыйыл eS ecuación 
y = z* + y! que satisfagan la condición inicial y (0) = 0, to- 
mando en calidad de aproximación inicial y = 0. 

1173. Hallar la solución aproximada de la ecuación y' + y. 
ch z = 0 que satisfaga la condición inicial y (0) = 4. 

1174, Hallar la solución aproximada y determinar el carácter 
de las aproximaciones de Picard de la ecuación у = z — y; la condi- 
ción inicial es y (0) = 1, z> 0. 

1175. Hallar la solución aproximada y determinar el carácter 
de les aproximaciones de Picard de la ecuación y’ = y-cos z; la 
condición inicial es y (0) = 1; —2 < z < 2. 

1176. Hallar la solución aproximada de la ecuación y' — 2zy 
соз (22), que satisface la condición inicial y (0) = 1, 0 < z < 1, 
0 < у < 2. Determinar el carácter de las aproximaciones de Picard. 


$ 8. Procedimientos elementales de elaboración 
de los datos experimentales 


1. Procedimiento gráfico. Su] оз que los datos de una prueba están 
representados en una tabla. Por los puntos determinados por esta tabla o por 
los que están próximos a ellos, trazamos un gráfico y por el aspecto d 
jonamos el de la fórmula empírica. El caso más simple se considera aqu 
tos de la prueba llevan a los puntos que se sitúan, aproxim: 
te, sobre la recta y = ay - аут o sobre las rectas cuyas ecuaciones 5 = 


ismo 


tomamos 

sible uno del 

hallamos 2, Y а, 

1177. La distribución estacionaria de la temperatura en una 

varilla fina tormoaislada se describe por la función lineal u = а, + 

+ аул. Determinar las constantes a, y a, si se da la tabla de tempera- 
turas medidas en los puntos correspondientes de la varilla: 
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8 


| 29,2 | 23,3 | 29,9 | LET | из | тв |2 


Resolución. Construyendo los puntos correspondientes а la tabla dada, 


vemos que la recta pasa por los puntos (0, 32) y (20; 2). Sustituyendo sus CoOk- 
шайы en le ا‎ a (20:2) 

в++0-а=32, NI 

TOM X. «-—15. 


De aquí, obtenemos la relación buscada и = 32 — 1,5%, 
Нама qué punto respondo sta fórmula a los datos de tabla; zo puedo juzgar 
gor la magnitud de la suma de desviaciones ô y la suma de los cuadrados dí 
Josia giona 2 delos valores de la foncón determinados por la fórmula on com- 
T 


paración con los valores de tabla. En el ejemplo dado б = — 
'or consiguiente, 
бу = —4,5:0 + 32 — 32 = 0; & = —1,5-2+ 32 — 29,2 = —0,2; 
Os = —4,5:0 + 32 — 23,3 = —0,8 8, = —1,5-8 + 32 — 19,9 = 0,1; 
و‎ = —4,540-- 32 — 17,2 = —02; 1,544 + 32 — 11,3 = —0,3; 
dy = —1,516 + 32 — 7,8 = 02; 45-204 32 — 2 = 0; 


з б 
à ô= —07; У 5 = 03. 


1178. Los datos de tabla responden a la fórmula 5 = At”. Hallar 


t | 4 | 2 | 3 4 


s [ol] 


5 


БЕЛ | 2,58 | 2л | 2,93 | 3.06 | 346 


los valores de А y а. 


Resolución. Determinando por logaritmos la igualdad $ = Ае, obtenemos 
log 5 = SEA alog t: haciendo log $ = y, log f = z, log A = ao a = ap, 
tenemos y = ay + арт. De gráfico de la ecuación lineal obtenída sirvo una recta, 
los parámetros de su ecuación los hallamos tomando dos puntos sobro esta 
recta, por ejemplo (log 1; log 2,31) y (log 7; log 3,20). Sustituyendo las coor- 
denadas de estos puntos en la ecuación y = log A + az, obtenemos 


log2,31—1log A+a-10g 1, pien f log 4=0,304, 
log 3,26 =1оё A+a-log7, ? ben { ioga Toa оз. 


De aquí, log A = 0,364, A = 2,312; а — 0,149/0,845 = 0,176, nsi- 
guiente, 8 = 2B, „ыбы 
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1179. Los datos de tabla responden a la fórmula y = a, + ayz. 
Heller a, y aj. 


19,4 | 5 Е | so 40,0 Е | 


v | 76,30 | 77,80 [ =» | 80,80 | 82,35 | 83,90 | 85,10 


1180. Los datos de tabla responden a la fórmula 5 = Ae. 
Hallar A y a. 


ттр: 


5 | 15,3 | 20,5 | 27,4 | 30,6 | эл | 65,6 | 87,8 | 147,6 


2. Procedimiento de medios. El procedimiento de medias se basa en la admi- 
sión de que de línea más conveniente sirve aquella, para la cual la suma alge- 
braica do las desviaciones es igual a сего. Para encontrar por esto procedimiento 
las constantes desconocidas en la fórmula empírica, primeramente sustituimos 
en esta fórmula todos los pares de los valores observados o medidos de z 6 y 
y obtenemos tantas desviaciones cuantos pares de valores e (e; p) sa tienen en la 
tabla (las desviaciones son las distancias verticales desde los puntos dados 
al gráfico de la función). Luego distribuimos estos desviaciones por grupos, for- 
mando tantos grupos como parámetros desconocidos do la fórmula empírica es 
necesario dotormínar. Por último, igualando a cero la suma de desviaciones en 
cada grupo, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales con respecto n los pará- 
metros. 


1181. Hallar por procedimiento de medias la fórmulas 5 = At 
correspondiente a la tabla 


zs | a | ж | ЕЕЕ 


s | 29,4 | 39,3 | 235,2 | 37,2 | в» | 55,2 | Е 


Si = log А + 2,3622 — 1,4683, 
dj = log A + 2,45180 — 1,5224, log A + 2,5240 — 1,7419, 
&; = log A + 2,5942 — 1,5465, 6; = log A + 2,5478 — 1,8189, 
8, = log A + 2,4660 — 1,5705, 8j = log A + 2,5747a — 1,8882. 


= log A + 2,4955% — 1,8009, 
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Tgualando a cero las dosvisciones en estos dos grupos, obtenemos el sistema 
de ecuaciones para determinar los parámetros А уа: 
{ 4 log A + 9,81430 = 6,1077, 
4 log A + 1013740 = 7,1079. 


La solución de este sistema es а = 3,096, log А = 7,9345; de aquí, A = 
= 8,5-10-7, Por lo tanto, 5 = 8,640 fw. 
1182. Se da la tabla. Hallar los parámetros ao, аз, аз, de la ór- 


z | 87,5 | 84,0 | тв | 63,7 | 46,7 | 38,9 


SHOE 
mula y = а, + az + asz*, correspondiente a esta tabla. 
11 а la tabla que responde a la fórmula S = А. Ha- 


mom 


lar A yao 
D | 53,92 | 26,36 | но | 6.99 | 428 | 2,75 | 4,8 
s | 6,80 | 44,70 | 28,83 |= | 100,9 | 163,3 | 250,3 


3. Selección de los parámetros por el procedimiento de cuadrados mínimos. 
blema asi, Soan 


valores де: y. 
los principios de la teoría de las probabilidades) 


'alores од, аз, ., Gm que minimizan la suma 
ГА 
Ý Mis an an se ан) Ps 
“ 


(o sea, la suma de los cuadrados de desviaciones de los valores do y calculados 

Ter M fórmula, con respeto a los valores dados): por so, eia procedimiento 
recibido el nombre de método de los cuadrados mínimas. 

qu, Ett condición determina un sistema de m ecuaciones, que pormiten calou- 

Jar а, аа, >> йм: 


las : d 
PL an am se ap) aa] 2-а O) 


[LE 


En la práctica la fórmula dada 
a veces transformarla (en perjuicio de 


ве necesita 
decla obtenida) 
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ne un modo tal que el sistema (1) se resuelva más sencillamente (véase a conti- 

duación la selección de los parámetros en las fórmulas у = Аес* е y = Azt). 

Casos particulares. a) y = agm + ашта... am (m + d parame 
Ami n> m + d). 

1) adopta la forma siguiente: 


ran ran hon 
d ze 1... Блата " 
wd ree Xo Teck 2D» 


E 
X ambe S pesca Yn Дан. 
E E AA 
SA S © 
E E à وک‎ 
бузе ееш 
«Хе текне D sp ти. 


Esto sistema do m + 1 ecuaciones con m + 1 incógnitas tione siempro solu- 
ción única, ya que su determinante es distinto de cero 

Para determinar los coeficientes del sistema (2) es cómodo construir una 
tabla auxiliar de la siguiente forma 


ч [а [+] [op Se. 


alg | 4 le nno | tu apn 
jaja | a |---| ар ЕД ЕД тһ 
НЕЗ 4 ]d [o dl] se ce | zm 


111! 


En la última fila se escriben las sumas de los elementos de cada columna que 
son precisamente los coeficientes del sistema (2). El sistema (2) se resuelve gono- 
тїйшөмө por el método do Gauss. 

Para simplificar el sistema (1) esta fórmula que relaciona z o y, so deter- 
mina previamente por logaritmos y se reemplaza por la fórmula 


log y = log A + c log ez. 
En este caso el sistema (1) adquiere la forma siguiente: 


[om E 
c-loge- Y) zr+n-log A= У log yn 
2, ا‎ 
aan LE 

c-loge- +log A- z= Е e 

meas а-аа 
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La tabla auxiliar tiene la forma 


nm | m 
Log ya zylopy 
log Ya 20-108 Ya 


logy, 


m 


] 1 


Del sistema (8) se determinan е y log A- 

©) у= Аз. 

etta [айа también s e aplican previamente Logaritmos, у se reemplaza 
por la siguiente 


log y = log A + g'log z. 
Abora el sistema (1) adquiere la forma 


m m 
e Y log zy +n-log A= Y log yn, 
2 октол Y) Log yn 
эт han han в 
4: У) log? zy--log А. Y) logza= У) logzy-logya- 
ی وی‎ ма 


En correspondencís, se cambia también la tabla auxiliar. 

2) Frecuentemente se necesita sustituir dol modo mejor cierta función 
dada y = f (z) sobre el segmento (a, 5] por el polinomio de m-ósimo grado: 
md e aplicación del método do 
los cuadrados mínimos ileva a [a determinación de los coeficientes ao, ar, ... 
++ Gm, a partir de la condición del mínimo de la integral 


a è 
Jive) reor ac | tem + aa +... 1 (Pe. 


Las condiciones necesarias del mínimo de esta integral llevan a un sistema. 
de m + 4 ecuaciones con m + 1 incógnitas ap, ш, а... . от, à partir del 
cual se determinan todos estos coeficientes: 


М 
[ Û leont amit... tamt (Is dz=0, 


lega aa... Бат f (2)] y 71 de =0, o 


laor? аут... + 0m—/(2)]:dx=0. 


pa» * ete 


E 


1184. Por el método de los cuadrados mínimos, escoger para los 
valores dados de z e y la función cuadrática p (2) = 101° + az + ау: 


z 7 9 10 | ч 2 13 


y тА вА 94 94 | 95 | 95 9,4 


De aquí, tenemos el sistema de ecuaciones 


18402, + 728a, {-10ау == 635,8, 


( T2824 102, +70, 762,7, 
87 002, + 7840, + 728a, = 8083,4. 


Resolviendo este sistema, 
Ahora bien, la función cuadrática 
+ 1,10z + 2,12. 


1185. Por el método de los cuadrados mínimos, escoger la función 
potencial 5 = At? por los datos de la tabla siguientes 


жининин 


5 | 74 | 27,8 | 62,1 | 140 101 
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Resolución, Componemos la tabla 


* =p = 106 ta | + | LLL ЕХ 
1 0,0000 9,0000 0,8513 0,0000 
2 0,3010 0,0908 1,4440 0,4348 
3 0,4711 0,2276 4,7931 0,8555 
4 0.6021 0,3625 2,0414 0,2291 
5 0,6090 0,4888 2,2088 1,5425 
D 2,0792 | 1,1693 | 8,3308 4,0637 


Do esto modo, obtenemos el sistema de ecuaciones 


{ 2,07924-+5 log 4A = 8,3366, 
1,1893g --2,0792 log А = 4,0637. 


De aquí, q = 1,958, log А = 0,8532, o sea, A = 7,132. Por lo tanto, la fune 
ción polencial buscada tiene la forma 5 == 7,132096. 


1186. Por el método de los cuadrados mínimos, escoger la función 
potencial 5 = Ae** por los datos de la tabla siguiente: 


DOGGIE 
1111 


Resolución. Componemos la tabla 


Obtenomos el sistema de ecuaciones 


2e-log e+7 log A= 15,4290 
384c-log e-+42 log A= 15,6904, 


о sea, c-log е = —0,1509, log А = 3,1087. Por consiguiente, А = 1284 y c = 
Т De este modo, la forma potencial buscada tiene la forma’ $ = 
v En dos аы алайы valiéndose del método do los cuadrados míni- 
ов, escoger las funciones de la forma dada por los datos de tabla citados. 


1187. Hallar la función linoal: 
ss ү г» 4|5 |6 =| 1 ый ы є | 25 
УГ las HE 


9 


voal a [вл [чә {23,9 


0 | ол | 02 | оз | ол os | 0,6 | 0,7 
3 


y | 3,02 | 2,8t | 2,57 | 2,29 | 248 | 1,90 m m 


1188. Hallar la función cuadrática: 


7 8 [9 1011 | 12 |18 = [0,78 [1.56 (2,34 |3,42 |3,81 
unrmimmmmmr > y ло 1,20 [1,42 [2,25 |4,28 


z | -3 | -2 | - | 0 | 1 1 2 l 3 
v | -on | -0,01 | os | os | oss | ои | o4 


3 


1189. Hallar la función potencial S = Аб: 


Lp DRE 


1190. Hallar la función exponencial 5 = Ae: 


‹ |22| 2|35 |44 арзро ртроци 
D 2 
5 | 67 | eo | ss] so s To,75 [1,81] 5,34 110,55 | 24,52| 59,00 


1191. Hallar la mejor aproximación de la función f(z) = 
= sen (1z/2) en el intervalo 0< z< 1 con un polinomio de tercer 
grado. 
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Resolución, Para determinar los coeficientes de la función q (z) = + 
Tas T escribimos el sistema de ecuaciones de la forma (5) 


fi (etait tarz + а —зеп AE) aeo. 


(orate sm) тї4г=0, 
(atanta arsen TE) aeo. 


ац + artaz + مره‎ 32) dz=0, 
چ‎ 


Integrando, obtenemos 


(етае 612-06, 


феа A 
a+ a+ heta, 
deber pere. 
Resolviendo ol último sistema, hallamos ay=—0,40, a= —0,24, 
= 1,84, а, = —0,05. 
For consiguiente, 
© (e) =—042—0 24s + 1,6420. 
Comprobación: si 2 = 1/3, entonces f (1/9) = 0.50, e (1/3) = 0,51. 
4492. Hallar la mojor aproximación dela función / Н) = In (4 + 
+ 3 con un polinomio de tercer grado, si O£ тс 
i 


Har le mejor eprosiupoón de la. función 1) = 
= 1/(1 + 2), con un polinomio de tercer grado, si 0 < z < 1. 


Capítulo X. 


Fundamentos del cálculo 
de variaciones 


5 1 Introducción 


ueden ser números, 
a cada elomento т 


n 
1194. Resolver I [y (2)] = | [y (FP dz. 
i 


Resolución, Si en vez de y (2) so sustituyen diferentes funciones concretas, 
por ejemplo, ya (2) = s, уз (s) = «=, ya (2) = V Т + 27, entonces obtenemos, 
respectivamente: (y) plag — 1), 1 (oa) = 4. 

¿arisciones tene por objeto determinar los valores máximos 
mínimos de las funcionales definidas sobre conjuntos de líneas o superficies, 
n ellos, al igual que en el ejemplo citado anteriormente, las funcionales se 

dan por medio do ciertas integrales definidas. 
аз funciones portoneciontes al campo do definición C de la funcional dada 
1, las llamaremos funciones de comparación o funciones admisibles, 

2. Clases de las funciones y entornos. En adelante se utilizarán Jas siguion- 
tes clases de funciones, dadas sobre cierto segmento (ть zi]: 

3) Сүер, zu), la clase de fonciones continuas; 

Са) [zo zıl, la clase de las funciones suaves (es decir, las que tienen 
ontinuas las primeras deri vadas); 
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aos D Lew а, la clase de las funciones que tionen continuas nvésimas 
"Para las funciones que forman parte de las clases recién citadas se introduce 
el concepto de distancia. A saber, si y = yı pr = yy (z) son funciones per- 
tenecientes a la clase С [zs, гу}, entonces Se llama distancia entre ellas al nú- 
mero Po = Po (Ys, va) = "max | y: (z) — va (2) | (distancia de orden nulo). 
Si v = yy (s) o у = ya (z) pertenecen а la clase СО) [гу, z,),f entro! ellas so 
ЕС у 7а etn ыы = Ж DH: ГҮЯ 39 
AE и (0) — и (09143 шах 1y (0) — и (2| (distancia de 
primer orden). De un modo análogo etre 14з funciones que forman parte do la 
clase COM [zn =] so puedo introducir la distancia de m-isimo orden. 


1195. Hallar la distancia de orden nulo entre las funciones y = 
= z? e y = z sobre el segmento [0, 1]. 

Resolución. pa = max  |z!— z|. Sobre los extremos del segmento 
(0, 1] la función y = 2° z toma los valores iguales a cero. Investiguémosla 
es een ar Ap d E йлы. رس‎ sl 
— 10 cunado ze Con ello y” (+) = 2 > 0. De suerte que on ol punto 


z = 4 la función analizada tiene un mínimo, igual a— Por юс) 


toma ea el punto s ol valor máximo sobro ol segmento [0,0], igual а i» 
H 


Soa ol númaro e > 0. Se Ilama entorno e do orden mulo de la función g (z) 

de la claso C [zo, 21], al conjunto de todas las funciones y @ de clase, tal " 

>) 
дз, 

clase 


1196. Aclarar en qué entornos do la función dada y (z) == 0 sobre 
el segmento 10, 2x] van a parar las funciones que forman parte de 


la sucesión y, (2) = SSE, n= 1, 2... 


Resolución, Puesto que 


O | 


funciones ya (s) portenocen a un entorno s cualquiera do orden nulo de la 
9 (2) m Ó, siempre que n sea suficientemente grande. Р! ntor- 
ASAS A igualdades 


1yh (800—7 (1 
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En tales casos se dice que entre la función g (2) y la sucesión (y, (2)Jh=1 tiene 
lugar un orden molo de proximidad. 

3. Extremos de las funcionales. Sea С una clase de funciones de compara- 
ción de la funcional I. 

Se dice que la funcional / tiene on esta clase el mínimo (máximo) absoluto. 
concedido por la función g {т} de la clase C, st para toda función y (x) de esta 
clase tiene lugar la desigualdad 


Iw 2 119 601 (LOIS q 


Se dice que la funcional 7 tiene en la clase C el mínimo (máximo) relativo 
concedido por la función g (z) de Ja clase C, si existe un entorno e de la función 
ДЕ) que para toda función y 6) de la clase C de este entorno e se cumpla la 

lesigualdad (1) 
EI minimo (máximo) relativo se llama fuerte, si la desigualdad(1) se cumplo 
Jara todas las funciones de comparación у (z) pertenecientes a cierto entorno € 
e orden nulo dela función g (c) El mínimo (máxiuo) relativo se denomina débil, 
si la desigualdad (1) se cumpl todas las funciones de comparación y (2) 
situadas en entorno е de primer orden de la función Y (e). 

Do este modo, todo extremo absoluto será un extremo relativo fuerte y débil. 
тодо oxtremo relativo fuerte es al mismo tiempo un extremo débil. Sin embargo, 
hoblando en general, un extremo relativo débil no es fuerte, 

4. Concepto de variación de una funcional. Haciendo охо de la funcional 

б 


xarminemos como cambia su valor 


ліш (1 = j 12 de en calidad de ejemplo, 


ia variación de la función y (2), do la cual esta fun- 
cional depende, Supon que en el segundo miembro ha sido sustituida 
primeramente ciorte función y (+) y luego se introduce una función nueva y (z) + 
Ж бу (2), donde 8 y (2), llamada variación de y (7). es una función arbitrari 
que toma valores pequeños. Por ejemplo, primeramente podría ser y = z* 
quero y e zT aca (d 5 donde la constante a es pequeña. Entonces cam- 
Viará también el valor de la función y llegará a ser igual a 


? 
cuando se efectúa una pe 


i П ‚ 
[оваа | sasta | vegas | шеш. 
з з з à 


Do esto modo, on ol ejemplo examinado ol ipcrernento de la funcional será 


Ah = 2 | yey de + | (69? dz. Si se fija ln función y (z) y so cambia m 


Bl, о sea, 61, = 2 | y-y dz, Así, pues, con una precisión de hasta los términos 
de orden superior de pequeño Af, e Bly. 
Examinemos ahora el caso de una funcional general que tiene la forma 
la F (z, y y)ds, 
donde Р es cierta función conocida de tres variables. Si en vez de y (z) en la 
integral se sustituye la función у (z) + «n (z), donde y (z) es cierta. función 
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fija de la clase CU) [zo, 21] tal que w (zo) = m (21) = 0, entonces obtenemos 
la función del parámetro a: 


r=] Flo y()+anlo, y (Fan! (2)] de. 
Н 


Escribimos su desarrollo formal en serie de Macla 


аргу 0 2-1 O 


Las expresionesa-1" (0) y aè- iquí obtenidas se llaman primera y segunda 


funcional Z, y se desigasn рог los símbolos 67 y 7. Para la 
funcional examinada en eb ejemplo 
citado anteriormente obtenemos ô7= у 


O= 2 Û yaxan 0 dr 


» 
Esta magaitud coincido con la citada 
arriba, cuando la variación de la fun- 
ción y (а) es igual бу = a-n (2). 

5. Lemas principales. Lema 1 (do La- 
go). Si f (т) es una función continua 


ti 
sobre el segmento [=,, 21] y s | / (2)x 


И 
xn (2) dz = 0 para una función y (z) Fig. 85 
cualquiera que sea derivable continua- 
mente m vecos e igual a cero sobre los 
extremos del segmento |z,. zı) junto con todas sus derivadas de A-ésimo 
orden (k < m), luego f (2) E 0 

Demonstración. Admitamos lo contrario. Entonces en cierto punto interior 
E dol segmento [za, 2,] f (5) »^ 0. Supongamos que para la delinibilidad / (£) > 
> 0. En virtud do la continuidad / (s), se puede señalar tal subeogmento ($o, Ei] © 
& гъ, за] en el cual f (z) > 0. Definimos ahora n (z) así (fig. 85): 


= f 0 fuera del segmento [ĝo &i]. 
o me pare шее. 
No es difícil comprobar función v (z) es m veces continuamente derivable 


Sobre el segmento [zo, «,] y, junto con todas sus derivadas de hasta el m-ésimo 
orden, inclusive, so anula sobre los extremos del segmento |=, ту]. Por eso 


o= | n (arm | (Ga тае > 0, 
РА А 


La contradicción obtenida demuestra el lema, 
Generalización del lema 


lema 1 se extiendo también 


n 
| nitate nafs] dr, donde fi. fa, fa son funciones 
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continuas en el intervalo [гу, тү], т, ть, Ms: son funciones que satisfacen las 
mismas condiciones que т (z). Para que este integral sea igual a cero para todas 
las funciones posibles m. ma, п que satisfacen las condiciones indicadas, es 
necesario que las funciones Jı, fa, fa, sean idénticamente iguales а cero. 
Lema 2 (de Ostrogradski). Si 7 (2, y) es una función continua en la región 


D, y si [| уе, йт, 0 айу 0 para toda función n (s, v), continua 


junto con sus derivadas parciales de primer orden en la región D e igual a coro 

sobre el contorno Г, que acota la región D, entonces f (z, y) su 0. 
"Demostración. Procediendo del modo análogo a la demostración del primer 
loma, pongamos que en cierto punto (E, 2) dentro de la región D, la función 
f (z, y) > 0. Entonces ella será positiva en cierto círculo ubicado dentro de la 
D con centro en (E. 2) y radio ¢ > 0. Definimos la función y (z, y) 


modo siguiente: 
se »-( 0, para (z—B*-F(y— 0% > р? 
i l—9-- (y —D— p]. para (e+ (tî) < pF. 
Es fácil comprobar que y (z, 2 satisface las condiciones del lema y la 
m po 


integral se reduce a la de una función positiva continua sobre el contorno men- 
cionado, lo que contradice la condición del lema. 


$ 2. Condicion necesaria del extremo 
de una funcional 


1} F(z, y, у): 


1. Ecuación de Euler. Examinemos una funcional 7 [y (s)]= | F (ny) 


dz, dondo Р es la función dada de tres variables, junto con las derivadas parcialos 

loa todas las variables de segundo 
orden, inclusive, para todos los puntos 
pertenecientes a cierta región plana Р 
que tienen por coordenadas z, y, y para 
todos los valores finitos de y’. El con- 
junto C de las funciones do comparación 
Jo detinamos asf: cada función у (2) per- 
teneco а la clase СО) (zy, zi] con ello la 
curva y = y (s) está por completo en la 
¡ón D e y (zi) = yo y (21) = vi donde 
e уз, son ciertos nümeros constantes. 


bes [E UI esto Ege э: 
i medina as 
Fig. 86 ESE eere For. 
dont ше жай a КЙ 
Ds ын, жый шомы de lr qo g O 
Sustituyéndola en la funcional, obtenemos la función de a: 


ге) | Pla vetant), y Han (9148. 
E 
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Cualquiera e > 0 que sea dada la función y (z) + a-n (x) está en el entorno 

є бела dl de primer orden) de la linea y C) para todos los valores del parte 

tro temente préximos а cero. Por consiguiente, si y (z) da el extremo 

a la funcional 7, entonces la función / (a) debe tener extremo cuando а == 0 

У por eso su derivada debe anularse cuando « = 0. Derivando Вајо ol signo inte 
ial, obtenemos: 


T O= | fpes y vm) Ру E э, Y) v dze 


Efectuemos la integración por partes en el segundo sumando. Haciedo u = 
= Ру y dv= чү (а) dz, obtenemos 


Û Fr n m arm reni | nto uae 
Aquí el término extrainte l| a cero, ya que los datos во 
pi ir по двое п 0) 
гое ло [20] emo. 


Aplicando а de Lagra , lemos afirmar que la curva у (z) que da el 
©йшөшо а la integral debe satlotacer 1a ecuación diferencial C 9 


o bien en la anotación desarrollada: 

иу yy + Pay — Fy = 0. 
Esta ecuación fue obtenida por L. Euler y suele llamarse ecuación de Euler. 
Es una ecuación diferencial de segundo orden con respecto а la función desco- 
поси y (z), La solución general de esta ecuación contiene dos constantes arbi- 
trarias C, y Су que deben determinarse de las condiciones de frontera: y (zo) = Us 
9 y (z) = у. Las curvas integralos de la ecuación de Euler so denominan extre 
males. Para que una extremal pase por dos puntos: M (zo. ye) Y N (21, И) 
debemos escoger s conslantos Ci y Ca de modo que гө Ci, С) pa 
У (а, 3) = yı, donde y = Ф (z, Ci, Cy) ез la solución general de la 
ccueción de Euler. 

2. Casos particulares de integrabilidad de la ecuación de Euler. Caso 1. La 
función F no depende de y, o sea, F = Р (z, y). Entonces en la ecuación de 
Euler los términos que contienen las derivadas parciales respocto a у son iguales 
a coro у ella toma la forma $7 = 0. Esta ecuación no es difrencial con respecto. 
a la función desconocida y (z). Deline una o varias funciones que, hablando en 

frontera y (zo) = ув ө y (z1) = ya. Por 


'enoral, no satisfacen las condiciones de 
lo tanto, en el caso general la solución del problema de variaciones en examen 
po existe, Sólo en casos especiales habrá una curva y = y (z) que pase por los 


puntos M (sy, Ye) y ¥ (sy, pi) y sea la solución de la ecuación funcional 27 = 0. 


1 
1197. Resolver 7 (y (2)) = $ ( sen y + cos y) dz, y(0)=0, 
è 
#@={. 
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ap Pesolución. Aquí F = x sen y + cos y; la ecuación do Roler tion la forma: 
3y = 29080 — sen y = 0, => y = arctg z. Esta ecuación satisface las condi- 
ciones de frontera. 


1198. Resolver 7 ly (2)]= | (rye) de, y(Y=1, y (= 


Resolución. F = sel — yes; la ecuación de Bulor será: SE = ze — et, 


a 
=> v = z — In z, La solución obtenida no satisface las condiciones de frontera, 
Caso 2. F depende linealmente de y”, o sea, Р = P (z, 7) 0-0 (z, Y). 

La ecuación de Euler tiene la formi 
20 ар 90 "E: 
rz PR obm GEO 


La ecuación obtenida no es diferencial con respecto a la función incógnita 
y (2) y, hablando en general, no tiene soluciones que satisfagan las condiciones 


do frontera dadas. Sin embargo, si respecto a ambos variables z e y * «2 


дт?” 
entonces la expresión P dz + Q dy ез la diferencial total y por eso la integral 
КЕШ 
P (ge 
Iwe {0 ас | Pari ody 
Lj [20] 


no depende del camino de integración. Por consiguiente, el valor de la funcional 
es constante sobro todas las curvas admisibles y el problema de variaciones 
piorde el sentido, 


B 
1199. Resolver Z [y (2) = | [(zy' + e --z— yl dz, y (а) =a, 


(0) =b. 
Resolución, Aquí F depende linealmonte de y”: 


E ү = (e — yn y! +- (t e e), о sea, 


Pl уе, Qe, =z y =. 


Ja, expeedón (st + ә) de - la diferencial total y, por consi- 
‚узуну ылыа, SE RR RN ERIT, таке 
(B, b) mm 
N= j heart en ndm | (m prp 
өзө) «а 


jm gea EA 


"rende 


El valor de la funcional T es constante para todas las curvas y (z) quo pasan 
por los puntos (a, a) y (Б, b) y el problema do variaciones no tiene sentido. 

Caso 3. F depende solamente de у, o sea, Р = F (y). En este caso la 
ecuación de Euler tiene la forma yÊ,’ = 0. En particular, se obtiene la 
ecuación y” = 0. Su solución general Es y = Cız + C,. Aquí de extremales 
sirven las líneas rectas. 
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1200, Resolver Treo | у-н eas. MO, D, N (1,2). 


Resolución. Aquí Р = уз + y +4, Fy = 24 +4, Fy = 0, Р, 
La ecuación de Euler tiene la forma: 24" = 0, = у — Ciz 4- 
minemos Cı y С, 


dición de paso de la ektromel por ids puntos 
condición de paso геш! por 195 pun 
5 $ Ci = d. Ca = 1. Abora Dien. de oxtremal 


Саю €, p uci AA ө еу, o sen, XC F (s. у). Puesto que en 
esto caso £=, la ecuación de Eulor será 4 ¿lo = 0 y su primera integral 
ӘР (т, y) 
и: ым 


зе balla inmediatamente: Cy. Despejando y’ en esta ecuación e inte- 
grando, encontramos la solución general de la ecuación de Euler. 


1201. Resolver 7 [y tna | entras, y()=1, (9-2. 


Resolución, Р=гзуз—зу; 2E liy 1-0. 
Эу 


= F2) nz C. 


Utilizando las condiciones de frontera, obtenemos 1 = C, з=} € 6 +4. 


гуе la linea y = In z + 1. 
y o sea, F = F (y, у). En este caso 


nente de 


Se iaa fácilmente su primers fategral. Е electo! examineraos la igualdad 


de AC FH Fan 


=r t, 
81 la {идеа de y satisface la ecuación de Euler, entonces el segundo miembro 
se anula y F — y * pa = C; nos da la primera integral de la ecuación de Eulor. 


1202. (Problema sobre el área mínima de una superficie de revo- 
lución). Entre todas las curvas planas suaves que unen los puntos 
А (zo. yo) y В (ту, Vi) hallar aquélla que girando alrededor del eje Oz 
forma la superficie de área mínima. 

Resolución. El área de la superficie de revolución se expresa por la 
integral $22 | y V Буш. Aquí Fay V CET y por eso la ecuación 
de Euler tiene la primera integral у VTFFF— vi C. o bien 
y=CVTEYE, Tomando у=, se encuentra у= Schr, Do aquí 
dem 


ARE dts de, ра Por consiguiente, la curva buscada 


es la catenaría ye C, eh 22 
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El problema tiene sol 
determinen del sistema de ecuaciones ch 2%. 


in, siempre que las constantes arbitrarias se 


1203. (Problema sobro la braquistocrona). Entre las líneas que 
unen dos puntos dados A y B hallar aquélla, moviéndose por la cual 
un cuerpo material libremente lanzado recorrerá el camino AB en 
el menor tiempo. 


Resolución, Trazamos por los puntos А (ге. 0) y B (zi, уу) el plano vertical 
(fig. 87). Puesto que el punto pesado se mueve sin velocidad inicial, entonces 


ТОЕЛ 


B (ssl 


Fig. 87 


basándonos en la 16у de conservación de la energío, obtenemos 


Dnm. ve) 


dondo m es la masa del punto, » es Ia velocidad y g es la aceleración de la grave- 
dad. De aquí, ves / 3gy. Por otra parte, ve Sp VT yA $. Entonces 


Para ol caso dado la ecuación de Euler tiene la primera integral 


Yu. 


Suponiondo у' = сїр у, tenemos у-уу (1— соз). Pos consiguiente, 
7 = 


— — 
ДР” obia a: 


в 
sen cos 


df. o bien d= gi (i — cosi) dt, 


gu send +s. 
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De suerte que hemos obtenido las ecuaciones paremétricas de la cicloido 


04 


| + (eos). 
Las constantes arbitrarias C, y C, se determinan de la condición de paso de la 


Curva por los puntos A y B. 
Caso 6. La función ide solamente de y, o sea Р = F (y). En esto 
caso la ecuación de Euler tiene la forma: 
LAM 
q” 


n 
1204. Resolver 7 [y (2)) = { (@е#— y) dz, y(0)=1, y (D me. 
E) 
Resolución. Р = 2 — у, 9р = 2e — 2y, = у — el. La Última sous 
ción no tiene hasta las soluciones numéricas. En efecto, si y < 0, entonces 
¥ > 0; si у> 0, utilizamos el desarrollo «Y = 1+ y + $ +... Por oso 


no hay extremales. 
Coso 7. Р = p (2) уз + g (2) у* + 27 ()-y. La ecuación de Euler para 


esto caso será D. (py) — у — / = 0. De este modo, hemos determinado que 
E 
la función y (s) que da el máximo а la integral / [y (2)) = j 1р (y+ 


+ a (2) ® + 2/ (x) yl de debe satisfacer necesariamente Ja llamada ecuación 
diferencial conjugada de sogundo orden 2 (Ру) — ey — / = 0. La solución 


sera) de esta ecuación contiene dos constantes arbitrarias. Por lo tanto, por 
puntos dados (zo, Ya) Y (ту, 41) se puede, hablando en general, trazar uno 
curva que satisfaga la ecuación. 


юз 
1205. Resolver Гу (1= | (4?+24+29)0*dz, y(0)= 
з 
=, a 2=0. 
lesolución. Aqui Р = (y? + 2y? + 2y) e. La ecuación de Euler seré 
س و‎ —3y m d mmm Сиз + Ce 


EV) ery — 


Utilizando las condiciones de fron! 
3 


a, obtenemos C, Cy p, 41 


1 1 1 
+ =, mq. 


Por consiguiente, he teg. 
Resolver 


i 
1206. 11y(2)1= {изһ Ис z) de, yo 
i 
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1207. 110 (д! = | e (1+ zy?) dz, у (zo) =o, y (ED =. 
Š 


h 
1208. (y (2) | y2dz, y(0)=0, y()=1. 
i 


1209. Tu= | er и dz, y (0) =1, y(1) 


ч. 


Н Ey 
1210. 11у (2)1= j MET dr, y(—1)=1, y) 4. 
А 


1211. 7 [y (2)) = 1 (y 3-1) dz, у(х) =y (1) 0. 
p 

122. (I= | 2/67 az, y(0)=0, y ( 
i 


л) еи, 


$ 3. Funcionales dependientes de las derivadas 
de orden superior 


Examinemos ahora ol caso cuando la integral contiene derivadas de la 
mero: 


función buscada que son de orden superior al 
I= ү FOE, у, Vrena a) dz, 
de 


Al igual que anteriormento, construimos una curva próxima 


н lay (2) + a-n (z ) 
efectuamos la sustitución en la integral y la derivación respecto a д y hacemos 
a = 0. Obtenemos: 


10) ў АСА 
de 


Transtormamos todos los sumandos del segundo miembro, salvo el primero, 
integrando por partes varias veces: 


n 4 
i F ago tr E, y ti Fa (+ 
E: 
a " 
deco que Fano] 


r + j Lee atera 
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Convengamos en (=) y sus derivadas hasta el orden n — f se anulan en 
Тоз extremos, debido a lo cual desa; los términos extraintegrales. Igualando 
a cero 7’ (0), obtenemos una condición que, en virtud del lema principal, nos 
Teva a la ecuación de Euler— Poisson: 


D 


a uj 
ife aee Po 


Esta es una ecuación diferencial de orden 2n. Su solución general contiene 2n. 

ntes arbitrarias y debemos tener todavía 2n condiciones de frontera que 
expresen la definición do los valores de la función y de sus dérivadas hasta ol 
orden n — 1 en los extremos del intervalo. Precisamente, de estas condiciones 
de frontera se deduce que las magnitudes análogas para v (s) deben anularse. 


1243. Entre todas las funciones de la clase С que satisfacen las 
condiciones de frontera: y (0) = y (a) = 0, у (0) = y' (x) = 1 ha- 
Паг aquélla que puede conceder el extremo a la funcional 


x 
пш) Û бууз) dz. 
і 


Reslución. La ecuación de Euler—Poísson tiene la forma: 32y + (—0) X 
X da (2) = 0, o bien yV — {бу = 0. La solución general sorá: y = 
= Get + Cunt + Сусов2 + Ca sen 2e. Utilizando las condiciones de 
frontera, obtenemos Су = С, = Cy = 0, C= 1. Por consiguiente, у= 


demie 


Hallar las extremales de las funcionales 


1214. 15 Û y2dz, y(r) =y (z) =0, y (а) my (2)=0. 


П 
125. 1= | (*+2у*+ y) dz, y(0)=4(0)==0, y 0) t 

i 

y (0) = —sh 1. 


8 4. Funcionales dependientes de dos funciones 
de una variable independiente 


I= \ Piz, y. 2, Y, 0) бз 


En este problema es necesario hallar las curvas y = y (2). z= 2 (2), 
que satisfagan las condiciones: y (29) = уугу (1) = p1 Y 2 (Zo) = 2e 2 (д) = 5r. 
que otorgan un valor minimo а UT. 

Procedemos igual que en el Ed principal elemental. Por curvas 
próximas tomemos y (z) + «m (z) Y 2 (2) + ачу (2), donde n (2) y m (2) 
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son funciones arbitrarias de la clase СО), que se anulan sobre los extremos del 
segmento [zo zıl. 
Eseribimos 


variación de la funcional: 87 = «-I' (0). Obtenemos 


irma (a [= tma] emm [ ]} e 
A 


(2) 
nodo. sobre el segmento [zo si] deben cumplite las condiciones 


4 А 
(Р Re Ud. 


Esto sistema de ecuaciones con respecto a las funciones buscadas Fd 
y = (2) desempeña en este problema el mismo papel que la ecuación de Euler 
para una función incógnita y (2). 


1216. Hallar las extremales de la funcional [= i (y^—2y* 4- 


+2y2—2") dz si y(0)=2(0)=0, y(a)=2()=1. 
Resolución. Aquí el sistema do ecuaciones diferenciales para la funcional 

dada tieno la forma: y^ + 2y 0 s y 

Eliminando s, obtenemos la ecuación 015) + 2,7 + у = 0 cuya soluci 

general sorá y = Су cos z + С, sen z + x (Cy cos z + C, sen z). En virtud de 


las condiciones do frontera C, = 0, C, = — $ => у= Cs son z + Cer sen z — 
— cos x. Para z obtenemos s= Casen z -+ C (2 cos z+ z sen 2) + È 


+È (2 sen s— cos 2). Hallamos las constantes C, y C, а partir do las condi- 
ciones de frontera para s: С, = 0, C, es arbitraria. Entonces, 


G mph (2 sen z — z cos x). 


La familia de las extremales tino la forma: 


A 
1 
1= Cy sen 2 F(2 sen xz cos z). 


1217. Hallar las extremales de las funcionales 
1 


La | (y?—2ayz') dz, у(1/9у=2, 2 (1/2) = 15, у (1) = (1) 
ГА 
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2 
1218. I= Jean y()=2(1) 


(= —-р› :0)=12. 


$ 5. Funcionales dependientes de las funciones 
de dos variables independientes 


rete on Le, E) ded. 


Зе, 7 


Designemos 22 = ъ= 4. Sea F(z, у, s, р, d) una función de sus 
cinco argumentos, continua junto con sus derivadas hasta el segundo orden, 
inclusivo, on cierto campo especial A de valores do las variables z, y, z y para 
todas las p y g finitas. Sea Г una curva espacial cerrada cuya proyección sobre el 
plano 20р a un contómo cerrado simple С, qu acota la región Р, La ecuación 

lo la superficie S que está situada en el gar R y pasa por la curva T la toma- 


mos on la forma z= / (z, y), dondo la función / (z, y), continua junto con sus 
a 


derivadas parciales Sly , so Mamará admisible. 
м м 
La integral doblo Z= f j Pava zo 5) de dy tieno un valor finito 


doterminado para cada superficie $ admisible. Se plantea el problema do dotor- 
minar una superlicie z =» / (z. p) para la cual la integral tenga el valor mínimo 
en comparación con las Integrales tomadas sobre las superficies admizibles pró- 
ximas z= 7 (z, y) + a-n (2, y), donde т (=, y) es una función arbitraria, 


continua en la región D junto con sus derivadas 21, 99 y quo so anula sobre ol 


contorno С. Entonces la función 1 (а) = f f F (6 у, fe names 
5 


quio la primers variación O7 == аз (0) debe ser igual a cero, Derivando 1 (a) 


bajo el signo integral y poniendo alli а = 0, encontramos 


шо) ИЩ [E ne A 


Transformamos los últimos dos sumandos por la fórmula de Green 


e رد‎ | passo): 
i 


GEHE aan HE GE 


Helen 
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jes 


Sara) 


SA es 


La integral de contorno obtenida es igual a cero, puesto quo según la condi- 
ción n (z, y), sobre ol contorno C se anula, y por eso, sustituyendo en la expre- 
sión para 6F los dos últimos términos por su expresión nueva, encontramos 


Ilo 67 = С para toda y (z, y) que sea continua junto con sus derivadas 
les en la región D e igual acero en el contorno С, para la expresión 


Con 


9 (ағу да 
—E(5)-5 (5%) » ban sido observadas todas las condiciones del segun- 
loma. 

Әр o (de 9 (9F 
Рог consiguiente, 2—3: (55) 5, (5) = 0 (ecuación de Euler— 


тайз), Los razonamientos precedentes son también válidos por completo 
ral triple, adicionándose sólo en le ecuación un término m 
roblema de Plateau). Hallar la superficie con el área 
mínima, que pasa por una curva T dada en el espacio. 


Resolución. El problema reduce a la determinación del mínimo de 
la integral | j 1+ (SE) HL) an. леш PVC PV. 


5 
Para este caso la ecuación de Euler—Ostrogradski adopta la forma 


ае) (аа) 
dE ViLsTIS | Ф\ утуе 


Desarrollando esta expresión, hallamos 


2 Pe дї: 
FOF p—2pgS =0, donde rm, Se—L 
tu 
ay" 


Hemos obtenido una ecuación en derivadas parciales que define las superficies 
mínimas. Esta ecuación muestra una propiedad geométrica do ostas superficies, 
aeg 1а suma de los radios principales de curvatura en cada punto de la 
superficie es igual a cero. Esta suma va 


dd pia E M 
Rue ED E IBS pp, 


En efecto, sí la función / satisface la ecuación hallada anteriormente para las 
superficies mínimas, entonces А, + Ra = 0. 
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1220. Escribir la ecuación de Euler-Ostrogradski para la funcio - 


чое S (EE Jos 
| 
1221. Escribir la ecuación de Euler-Ostrograd: 


cional 1=] [CE GE 2 e y az às. 
v 


para la fun- 


$ 6. Forma paramél 


Al determinar el extremo de una funcional la exigencia consistento en que 
la curva buscada tenga la ecuación explícita y = y (s) puede reducir considera- 
lamonto el problema. En uma serie de easos os conveniente examinar en calidad 
de curvas admisibles las definidas en forma paramétrica: z = 2 (1), y = y (0), 


lo < £ < tı. En este caso la funcional anteriormente oxaminada Г = | F (z, y, 
“ 


Й 
yf) de, adopta la forma =} E (s, y, 2) ž dt, dondo & o y son derivadas con 
Н 


goto a stoy зор los valores del parámetro que corres onden a los extremos. 
de las curvas. Notemos que la función subintegral no contiene la variable inde- 


pendiente t y es una función homogénea de primera medición de 2 y y. 
En genoral, examínemos cierta integral 


4 
EL 
E 
en la cual la función subintegral no contiene, la variablo independiento £ y es 
una función homogénea de primera medición de x e y, o sea, 


Р, у, ets k'y) = e (т, 5 0. 


Mostremos que la integral (1) no cambiará su forma al efectuar una 
tución cualquiera del parámetro £. Introducimos en lugar de £ un otro 
metro т, haciendo + == т (0. además, consideramos v (0 > 0, de modo qi 
crias армый, CAR Туй qua Yi pel asf pc 
= = dí E, entonces, transformando la integral (1) de modo que se intro- 


duzca la varíable т, obtenemos: 


P د‎ E 
12 recen чы. 
E] 


Usando la fórmula (2), tenemos 
E 
15 EAS 


4M 


n la representación paramótrica, la distancia entre las curvas se deter- 
mina independientemente de la selección del parámetro £. En efecto, la curva 
1, so encuentra en el entorno e de orden nulo de la curva h, si entre h y da se 
Puede establecer una correspondencia biunivoca y reciprocamente continua tal, 
que la distancia entre los puntos correspondientes no exceda de е, De ua modo 
análogo puede ser determinada la proximidad e de primer orden. 

di deducción de la condición necesaria del extremo, supongamos 
que cierta curva £ definida por las ecuaciones z = z (f), y = y (t) da el extremo 
la integral 7. Tomemos una curva, próxima a 1, definida por las ecuaciones 
= z (t) + arm (0, y = y (0 + aa a (0), además, consideramos correspon- 
lentes los puntos que se obtienen para el mismo valor del parámetro f. Süsti- 
tuyendo las ecuaciones de la curva próxima en la integral (1) e igualando a cero 
las derivadas respooto a a y ay cuando a, = az = 0, obtenemos, al igual que 
antes, que las funciones z (D a y (O deben satisfacer, cualquiera que sea la 
selección del parámetro t, el sistema de dos ecuaciones de Euler: 


„8 
Ба 


y EE в 


Estas ecuaciones no contionen en forma explícita el mismo parámetro. Además, 
una do las funciones, z (9 o y (t) puede considerarse агы n efecto, susti- 
tuyendo el parámetro, obtenemos las ecuaciones de la curva l: = == zt (9], 
y = y [t (9). En virtud do la arbitrariedad do la selección de la función ¢ (1) 
mos considerar a una de las funciones z [t (1)] o y [t (9) función arbitraria 
; Debido a esta circunstancia tenemos derecho esperar que las dos ecuaciones 
le (3) so roducen a una. Demostremos esto. 


So sabe quo si la función Р (z, y, 2, y) es homogénea en cuanto a las varia- 
blos z o y, entonces para ella tione lugar la identidad 


Pm iF. yr. 
اق‎ 


Derivando ambos miembros de esta identidad por turno, con respecto а las 
variables z, y, x 0 y, obtenemos 


Буе 


P 10) 
О=2Р.. + yr. 
= oa 


De las dos últimas igualdades hallamos 


KS CR P. " 
=-= (z. y, 2, у), (5) 
и -y а 


donde рог F, se designa la magnitud total do tres relaciones escritas. Rotornando 
a lus ecuaciones (3) y escribiendo en ollas las derivadas con respecto a £, obte- 
emos: 
Pair yF GF. —GF..=0, 
OU II M 
ФР y? — E 0. 
sn a 
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Sustituyendo en estas ecuaciones F.... F.. y F.. con ayuda de la fórmula (5) 
y Ру Р, según las fórmulas (4), Tas redacimos a la forma siguiente: 
YT=0, iT-0. 


Pitz, СУУР Р, 
а ЭЁ 


Aquí T 


Consideramos que > е ў по se anulan simultáneamente, de modo que 
las dos últimas ecuaciones efectivamente se reducen a una: 


Te уш, 5 EYEE Е 0. 
ooa 


Recordando la expresión para el radio de curvatora de una curva plana, 
escribimos finalmente la ecuación (6) en la forma: 
PFP, 
alc di e 

die yn p, 


+ m 
1222. Hallar las extremales de la funcional 


+19 Fa? (zy— xy) dt (a es cierto número positivo). 


Resolución. Aqui Р = 3% + yt а? (ту — zy) es función homogén 
positiva de primer grado con respecto а ¥ ө y. Tenemos 


F. 


1 
Te Poma перо 
y po rtm? 


Por eso la ecuación (7) toma la forma ly = 2a*. De este modo, las extremales 
1 


son curvas con un radio constante de curvatura igual a A = о sea, son arcos 


do las circunferencias de radio і. En particular, son circunferencias completas 


a (to) = z (6) e y (to) = y (ti). Para hallar las ecuaciones de estas circunferen- 
cian es necesario formular ciertas condiciones de frontera para las curvas admi- 
sibles. 


$ 7. Concepto de condiciones suficientes del extremo 
de una funcional 


Hasta ahora, al examinar el problema sobre el valor extremal do la funcional 
p= | F (z, у, У) dz, nos hemos limitado a hallar solamente las condiciones 


necesarias del extremo. Hemos determinado que las condiciones necesarias 
tienen la forma: БГ — б. Sin embargo, no hemos planteado la cuestión acerca 


28 -1220 E 


de si concedan en realidad o no las extremales a la funcional / un máximo o un 
mínimo, o sea, no hemos estudiado las condiciones suliciontes del extremo. 
Se ha mostrado que sobre la familia de las curvas admisibles y (z, a) = y (z) + 
ЗЕ агт (2) la funcional 7 se transforma en una función ordinaria del parámetro 
ay, por consiguiente, la condición 7’ (2) | æm 0 es necesaria para que la 
funcional 7 alcance el extremo sobre la función y (=). Por analogía con la función 
ordinaria se puede suponer que la función y (z) concederá un mínimo a ia fun- 
cional Г, sí se cumple la desigualdad 77 (2), > 0 (en otras palabras, 8:7 > 0) 
y un máximo si se cumple la condición /* (2) las < 0 (o soa, 627 < 0. 
Supongamos, pues, que la curva y (z) es extremal de la funcional Z. 
Puesto que 


T yo | Руш, ytan, y mn) n Fes асть raya, 
entonces. т 
-j Fur (FAP Gf Hype Gl ds 
ГОРАН РЕНЕ Moin Dod rm d Eon Mon iie 
dición supuesta del mínimo de la funcional se expresará por la desigualdad 
ў Трир (2)--200 (2) w (AF Raf? Gol de > 0. 


Adicionamos al primer miembro de esta desigualdad la intogral auxiliar 


Pía 


[trio em (2) n (e) e CH 


donde o (z) es la función arbitraria de la close C9 [zg, sl. El valor de esta 
auxiliar es jg а cero, ya que 

rc T 

IEEE 

à E 
Entonces oblenemos 


w) y теа) 0. 


\ Ро) +2 (0+ o) үү +A 2 dz > 0. 
Н 
Escogernos la función о (z), de modo que (Q + w) = (Р + w’) R, o ses 
O ырк a o GY le ecoaclóh de ical. Entonces nos quad 
Гоо 
fairt en Рао 
La última desigualdad se cumplirá si R > 0. o sea, Fy., > 0. La cundi- 
ción Р > O so Мата condición reforzada do Legendre. Para el máximo la 
condición de Legendre tiene la forma: Р, < 0. 
En los manuales de cálculo variacional se muestra que la condición de 
endre F, > 0, en conjunto con algunas otras condiciones, asegura un 
mínimo débil a la integral 7. 
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26. 2:9. 27. 0,5л ìn 2. 28, 31a'/2 29. Зл. 30, S4aa™/3. 31. 1/2. 32. 0,5 In 3. 
57. {f unidades cuadradas. 38, 64/3 unidades cuadradas 39. 2л — 16/3 uni- 
dades cuadradas. 40. 5 unidades cuadradas. 41. 125/18 unidades cuadradas, 
42. 1/2 wnidades cuadradas. 43. 27/2 unidades cuadradas. 44. 4/3 unidades 
cuadradas 45, 8 — л unidades cuadradas 46. 5л unidades cuadradas. 47. 2л — 
— 8/3 unidades cuadradas. 51. Sa — 32 y 2/3 unidades cübiras. 52. 17/5 uni- 
dades cübicas. 55. лій unidades cübicas. 54. 88/105 upidades cúbicas. 
55. 40/3 unidades cübicas. 56. 32/9 unidades cúbicas. 57. 90 unidades cúbicas. 
58. 12 unidades cúbicas. 59. 79,60 unidades cúbicas. 60. 4 unidades cúbi 
Gl. a%b/3 86. x (5V 8 — 11/24 unidades cuadradas. 

67. 10/3 wmidades cuadredas. 6%. 2a]/2 unidades cuadradas. 69. 56+ 
+ (Y 2%) ‘In (3 + 2 V3) unidades cuadradas. 70. л unidades cuadradas. 


71. 32 unidades cuadradas. 72. 40 y 2/3 unidades cuadradas. 77. C (45/28; 
279/10). 78. = = (5/8) a, у = 0. 79. == (3/5) 
= 1284/1052). 81. == у = 9/20. 82. z == (8/5) p, y = 83. 
= ШЗ), 84. 2,4. S5. 8/3. 86. 4090/105. 87, ла. 88. (2/3) a'k. 
es el coeficiente de proporcionalidad. 89. 25728. 12. 95. abc (а? + 
® + йуз. 9. 1/48. 97. 1/304. 98. ab (10) — 3a)/12. 99. 32. 

100, (1/5) nas (18 /3— 97/6). 101. 16 я/3, 102. 43/3. 103. 8л (2/2 — 4)/0. 
106, л/8 unidades cúbicas. 107. 8 (3% — 4)/9 unidades cübicas. 108. 344/2, 
109. 7 = у = 2/5, 2 = 7/30. 110. F= 3, 3 = 45/32. 141. (6/5; 12/5; 8/5). 
112. 245/3, 120. (W2) ln û + VT E ЭЗ, 121. (9/2) In + V 137 39). 
122. l2 In (t+ A). 123. ла. 124. In (р/а). 125. (2/2) In (1 + X). 
126. 1n (A+ {н + 1). 127. V x (V B— V а). 128. MY 1— X — 1). 
137. 4,1645. 138. —4,5781. 139. 2,4240. 140. 15 |/ 7/8, 141. 0,1225, 142. 0,8934 
143, 00,144. —2л V 377. 145. x V 3/5. 146. —4n ү/ 3,147. Алу 275. 154, 1/24. 
155. 35/18. 156, 8/105. 157. 91/4096. 


mt 


160, 259 m. 161. тд 162. ajsenax, 163. 20/5, 
то я 

164. 51/32. 165. л. 166. 1/304. 167. vuU г SEA 3 168. a/y 2. 
Er ($ra) 


i 470. a/212/3). 171. 2/02 sen плу 


Capítulo 11 


177. 67/6. 178, 136/3. 170. 2152/45. 180. 4. 181. 12, 182. 17,5. 183, x. 
184. 6/35. 185, 2. A86. z-(312—1)3, (16 In 2 + 15/24, 187. = 
= 2/5, = —15, z= 1/2. 

188, 2a*. 189. (Y 2T Fab) arctg (2xb/a). 

190, V 2 (n / TFT 4-0,5 In (204 V TFA], 191. 4/6. 

195. U= eW + зеп (z— y) + 2y 4 С. 196. U = z— е0 4 sonrt 
+ sen y + C. 197, U = (1/3)  — zh + 3e + (1/3) y? + 3y + С. 198. U = 
jai (80) Sy + 22у + С. 199. U m ch zb archy tyt C. 

200. U = z arosen z — y агсзеп y +V 1— BY 1 — 9 (1/2):41пу + 


+C. 204. па (on todos los casos). 202. 0 (en ambos casos) 205, | | LED. 


E 


X dz dy. 206, 8, 209, 4/3 unidades cuadradas. 240, дар. 241. 45/2 unidades 
cuadradas. 212. 25/6 unidades cuadradas. 213. 6n? 217. 7=7=0, 


(307 — 15 V 5/310. 218. 4n (1 + 6 V 3/15. 219. (125 V 5 — 1)/420. 
228. 1/2. 229. 1. 231, 0. 232. 1270/5. 233. 0. 234. лас. 235. Gra? 
236. AR% (3R? + 2A^VAO. 237. Зи. 238. z + y + 2. 239. Rh. 240. 2m. 
241. sab. 242. — Цу— i + (6 — a) j + (к— 9) kl. 243. 2 (j — k). 


Capítulo Ш 


TOP ON NE OE! i 
21. TTF gw Өй o hp 


1 Yt mt n 
tm В торур. H& CC. RE 


216. E 277. 4. 278. 1. 279. 1/12. 280. m. 283. Diverge. 284. Converge. 
285, Converge. 286. Diverge. 287. Convergo. 288. Diverge. 289. Converge. 
290. Divergo. 201. Converge. 292. Diverge. 293. Diverge. 294. Diverge. 

295. Converge condicionalmento. 296. Converge absolutamente. 297. Diverge. 
298. Converge condicionalmente. 299. Converge absolutamente. 300. Diverp 
301, Diverge (comparar con la зене del problema precedente). 302. Converge, 
303. Diverge. 304. Converge. 305. Converge. 305. Divonge. 307. Converge. 
308, Converge absolutamente; 309. Divorge. 310. Converge absolutamente. 
311. Diverge. 312. Converge absolutamente. 313. Convergo condicionalmento. 

2 

3H. 1| Arp gps -3 Im =+... 328, Bn los 
puntos z = 1 y т = 2 diverge, en el punto z = 3 converge. 324. En el punto 
z= 4 diverge, en el punto z = 2 converge. 325. 0 < s < оо. 326. 1< z < 
< eo. 307, o < z < +00. ЗМ, Convergo uniformemente. 332. SÍ. 333, SÍ. 
334. No, la serie divergo para todo valor de z. 346, — ә < z < +оо, 347. 3 © 
<: <5. MB 1 <x < 3. 349. La serie converge sólo en el punto z= 0. 
350. La serie converge cualquiera que sos el valor de z. 351. —1 < x < 1, 
352. —2 < 2 < 2. 389, —3 < 3 < 3. 994. —1 < z < 8. А —1 a € f. 
356, а/а — 239.357. a ln ада — 2) — 7.358. 2айа — zy. 399. —22/(4 + т 
305. 1 sla A мб1— 


2r dt de 


Кр" 
КУГ E >2< 400). 307. + 
>„ ESA Fn 
E R4... 
A AE 
forro x AA diui 
tt Je << 


<a. 370a. 1 (e, v) = 124 15 (z — 2) + 6 (z — 2-3 — (j — 1) — 
— 8ш —1# i AP 20у AP 370b. f(z, p) = 4 + 13 0+ 
TG 1) F1 (e — 0 2 (e DE (A + (z 1 
370e, f(z, у) = 4 + 8 (z — 0 — 15 (y + 1) 4 5 (e — 1)" + 0(у +15 
3708. / (z. y) = —1-- (z+ D + (ж — 0 Ge H A) (у — DM 


ce DG NA TP 06. р = VE TET GT. 
Be. 1 (e Y= (6 0 р aA qr 0 n p 
=V E DPF O) —1d AD aH 

=V EFF. 4 Tu 27 
+ бф), p-V Е, зи. a daté a ex 
Xa op... (rec [ce]. 384. 2,71828. 385. 0.60053. 386. 0,1564. 387. 1,0453: 
388, 1,0198. 380. 5,196 390. —0,0202. 391. 0,0053. 392. 1.0086. 393. 2,3020. 
394, 0,4636. 305, 3,142. 400. 1/3. 401. 1. 402. 0,1996. 403. 0,102, 412. 2, —2, 
2V E, —alá. 413. z= 13 (cos 15723" + 1 sen 15723). 414. 4. 415, 4. 
416. 2 соз 10° (cos 40" + 1 son 10). 417. —46-i- 9i. 418, (240/1025) — 
— (86/1005) i. — 419. (5/169) + (12/169) i. — 420. 5,831 cos (—30'88/) -+ 
+ 1 sen (—30°58'). 421. |/ 2 (саз 135% (sen (35). 422. (Y 2/2) + (Y 22) 1. 
423, cos (—1507) 4. 1 son (450%) = — (И 3/2) — (1/2) 1. 424. cos 2293 + 
TF 1 sen 2230 == 0.9239 + 0.28276: cos 2°30 + / sen 112°%У = —0,8827 -+ 
+ 0,9280; cos 202°30 + £ sen 202*30' = — 0,9230 — 0,38274; cos 202730" + 
+ (wen 20230 = 0.3827 — 0,92391, 425. w, = 2 (eos 15° + 1 son 15°) = 
= 1,9318 + 0,54761; w, = 2 (соз 135° + 1 son 135) = —V Ž -HiV E uy 
== 2 (сов 255° 4 £ sen 255°) = —0,5176 — 1,03181 426. соз 4p = cost q 
— 0 cast p sen? ф + sent p, son 4p = 4 cos? q son р — 4 cos q X sen? go 
428, La circunferencia de radio R con centro en el punto z= с. 429. 1) EL 
conjunto de puntos dol círenlo limitado por la circunferencia | 5 — e| = Н; 
2) el conjunto de puntos del plano, quo se situan fuera de la cireunlerencia. 
lary le K 480. 1) El conjunto de puntos del semiplano si 
del eje imaginario; 2) el conjunto de puntos del semiplano si цо del 
eje real. 436. S = 1/4 — 1. 437. Converge 438, Divorge. 440. La serio con- 
vergo sobre todo el plano. 441. La serie converge sólo cn ol punto z = i. 
A46. 247/6, 447. «77902, 468, —1. 450. (3/4) sen x— (1/4) sen dr. 451, (lo 


mcr (k ez). 456. у= —2 Jy (im SETE, pr 
„at 
1_4 $ созт ла 2 (tm 
TUUS ын, 4806. 100 аћа У чат 


X (eos mit т sen moj 4$. = У or ( 


E 


cos mt biz, S sen2mz 
A m2 2 am 
2 = 


460. 1) f) 


sen (Dm 0) л 10 ү созғ | саз З= 


e — HUE 
sens зов: sende А 
E O TS 
senz —sen2z , sen3r В (senz , sender | sen 5r 
e ла жал 
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л 2% софт), чу е 
چچ م‎ D ааа елан ш ix 


"ә "= 


senz | 3sen3r 


5e5 
FTF FF 


— Jde 


1_4 X cora лг ^. 
47. 3 x Unipe c. 4n. Fe 


an. Fameen a cosa 


VA “гу 


Capítulo 1V 


481. y = arccos e”, 482, 2e (y + 1) == 2% + 1. 483. (1 + et) tg y = 8. 
484, 21n | sen y | = 4*7 1? — t. 485. y 34 0/4 = aretg е. 486, In [ig y| = 
= A (1 — cos 2), 487, 2% — 20 3/32. 488, ymt VT, дар, 2 _ 2) = 
dn! y. 490. V TF у = CB.  — Y TZ DY TEA 
= Cay. 492, 2sen z- la | tg (y/2) | = C. 493. 22 y sen y + сову = C. 
494. y= In ig (e -+ a4 — 1). 495, yz Intg(chz-- Ci. 496. у = 
= а son (aresen (2/a) + C); la respuesta se puede escribir también en 
la forma y V 33$ — 2 — г Иа уі C, 497. 2 942102 пу 2, 
498. З аад zè 4- 2 arctg y* = 12.499. z + y —2/74-2/ 942 101/74 
+ DW — 01 = C. 500, VÎ sen т + sen y — cos y = 0. 501. tg (y/2) = 
= Cltg (9/2) + 1111 — tg (zm). — 502. (3/2) ln (y* + 4) + arctg (0/2) == 
=y EF 1800242 0942 13) + С. 503, tg z tgy = 1. 
504. y = arctg C (1 — e). 505. у = Cz. 506. Ay = At M 507. 1) 56,8 g. 
2) =734h. 508, %18,4 min. 509. £ = 2a tg a (Н+ — IP) (5a V 2g); T e 
= 2n lg ансо V 2g) ~ 844 s ~ 141 min. 510. =4,6 min. 516, Cx = 
= £08 W, ит, yt = Creme, S18. lo = (y/2) [u (y/2) — 1) + C. 519, уба 
= 4r ln Ст. 520. y= zarsenz. 521. 1 + sen (y/z) = Cz cos (ylz). 
522. arctg (0,5y/s) — 2in | х] = mA. 523; y? = x ln Cs*. 52, arctg (з) = 
=InCYAFP. 525. y= —гїа|4 ас]. 526. (y/x)-arctg (v/s) = 
=n б VUE yi. 527. 2 + 4029 + Say! = 1. 528, 16zy = (y + rC), 
529. Ini yl — сов (32/0) = С. 530, у= zy DAL. SM. у—4= 
= C(r— 1). 534. 3z 4- 2y — 4+ 21n| E y — 11 = 0. 535. z+ лу — 
— ys Fy = С. 536. step dr By m С. 507. PA 
+ 22 — 4z + By — 6 = O. 541. (1/2) z3 += зеп у — cos y = С. 542. sy + 
+ e sen y = С. 543. (1/2) zty + z sen С. 544. (1/3) Y + xy! + ту + m 
=1. 545. y +rlay=t. 546. (L+ 2) sen y + (1— И) sen z= C. 
547. 23 ln y + 2y (2+1) = C. 548, D+ 3y + 3zseny = С. 549. y+ 
+ (12) y? = C. 550. zt -+ y! + 2е® sen у = C. 551. к1п y + yh cos 5z = e. 
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852, rara LIZ + zty art — (1/2) la d + y!) + у= С. 
553. Ру созг— ву = С. 55 FF y=, 555. sly 
Жусш С. 556. arctg (z/y) — zy + e = С. 557, у= Cz — In z — 1; 
в = dí. 558. y= z (C — sen гу; p = MP. 500. z= y (C + yk 
560. zy — VT = C; p= A/V IF. 569. у = z (sen z + C). 570. y = 
3^ (32) + C). 574. cos x (z + CIAL + senz). 572. y= a (= — 2%. 
ST. y= arig r 14 Семе я. 574, y= Temna y aresen х — 1. 
515. y = tg (2/2) (1/2) z + (1/4) sen 22 + C]. 578. у = (1/2) z In z 577. y = 
= — cos z. 578, z= Cy + y. 579. y = cos 3z И — (2/3) cos 32]. 580, х = 
= Cy — Uy. 581. x= Cy? 2. 582. gh? = Се *з — (3/3) 2°. 583. y = 
= (z — IHC — 2). 584. уза — tgz = (ln cos x + Сул. 585. y = (ej 
+С). 586. у= em [A2 e il SBT, у= see zi + 1), 588, z= 
ml (w+ С. 589. y= вос? gr—cd Су 500. a+ у= e, 
594. р sen р, у = (р? — 1) sen p + pcosp-F C. 595. z= eC, 
у = (p — 1), v bien y = (x — Са (2 — C) — 1]. 596. z= 2n p — р), 
у= 2p— p+ С. 597. а= In liy IFFT + p/V D Pe Cy = 
BV TTE 598. z= 2p + 3p, ym 2p ph С. 39. x= p (EH еру, 
у = 0,5р% + (р#— р 0) er C. 600. x= ep (2р2 — 2p + 1), у= 
= ep 2p — Op + 3p — 1,5) С. ВИ. z= 0,5 Intp + np + С, ym 
= pìn p. 604. La solución general es у = Cz + VIFF a; La solución 


x= оруй A 
singular, o bien 274 37. — 1, 605. La solución goneral 
"t ves ep. MEA 
smsa 
es y = Cz ИС} ln solución singular, ( 77 5/7 o bien yt 4r. 606. La 


=4 
y, 
o ben ya (z+ Un. 607. La solución general es ym Cz i Са 


solución general es y = Cz + C(1 — Ch; la solución singular, ( 


,مس 

rei- 

e-e 
E 


la solución singular, { 


z-C(p 

у= Ср, 
у= —. 610, у = (1/48) zt + (1/8) 22 + (4/32) cos 2z. 610. y= z cos z — 
— $snz-Fri-F2r 612, y = lo sen z+ Cg) + Cord Cg. 3, у= 
= (1/9) sent «+ Сул + Cy. 614. у = (e + 3) ed (8/2) 21 + 3. 617. у = 
= (фи — ár? — 367 -+ 722 + 8)/24. 618. у = (аслеп 2)? + C, sarcsen z + Су. 
819. у= +4 (Сүт + a+ Сы + C VASCI). 620. у= (1 + Су) х 
X ln (1 + Cz) — Cite + Cg. 61. у = (2? — 32 + 6z + 4/6. 6%. 05х 
Xin (2y + 3) = Суг + Ca. 625. у = eè, 626. + (2 + С) = a In [y + Cy + 
+ VU F OP — aya], o bieny + Cı = ka ch (z+ Саа. 627. шу= 
= Си + Ce. 628. y= 460 CO,— 629, п 1С, + 1) — 1 
= C, («+ Ca). 830. z = VF — 0,56, In (2/7 + €) + Ca. 633. y= Cu. 
634. y УЕ CF + C} lo (у + V P CD = = (1942013 3C). 635. у= 
md Cs 4 (Ciz + 4®М%(15С]). 636. y = —1п| 4 — z|. 636a. Y = + 
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о bien y =1— 7. 608. La solución general 


Do bien у= 


; las soluciones singulares son y=0, 


. 63]. y=-—elncos(s/a). 638. p= 1+ In sco z. 
639. s = DE (eum — 1) + EL 60. у= CHE (Ci — Cer) ctg x. 
643. y = (1/2) zintz + Cz ln x + Сы. 64. у= C sen z + Cg sen? z, 
647. Sí. 648. 51. 649. No. 650. Si. 651. SÍ. 632. No. 660. у = C+ Ce. 
661. y = С соз52 + Cg sen Sz. 662, у= C+ Сие. 663. у= (G+ 
+ Cast. 66 y= GH 6 уш 
- (сё VER + uoto YER) cos (a Y UD + (суг ER oa yx 
X sen (za V 3/2). 66. у= C, cos z + C sen z + Су cos 2z + Ca sen 22. 
667. y = fea — Sen. 668. у = xez, 669. y = —(1/3) e cos 3z. 670. y = 
= 2 sen (2/3). 671. y = (5 — 2273. 672, y = y 5 sen 3л. 073, y = sen z+ 
+ (tV 3) cos z. 674. z= C, cos Pt + C, sen Bt, o bien z= A sen (go + Pt), 
B= улт. 684. у= (ex 4 2245 + буз. 685. y= 0,52 (2742) e't, 
686, yma й (C, cos Ат + С, sen 42) -+ (14 cos z + 5 sen 2)102. 687. у= 
= —(11/8) cos x + 4 sen z — (1/8) cos 3z. 686 y = Суна Су 
+ Qrt т Ss + HIJA, GB. y = деса — — 4. 090. p= (118) son 2z — 
— (0/4) (е cos 2r — 0), 6n. C + бё — (4/0)- (2ch 22 -- sh 22). 
69. у= (1/10) (dz — л) sen 2r. 693. у= Си Cerón + (1/146) x 
X (lle, 6%. yum CET + CP 4 r (ае — Ба — D). 
695. y = Cy + Cue — (1/2) z — (M10) x cos 2r + (2/25) sen 22, 696, y = 
= Сён + Ctt — (3 + rie 22) өк. 697. у = x ch x. 698, y = C + 
+ Cae + (1/8) sh 22, 699. y= 79 "LC, cos (т sen q) Су sen (т sen q)- 
+ C, sou (7 + sen 91] + cos т. 700. y = e (C, cos x + C, sen z) — Oise X 
X созх. 701. y= (3/8) cos z — (1/8) cos 3z — (1/6) X son 3s + (2/12) X 
X sen Зл, 701a. у = ex (5 cos 2e — sen 2x + б sen z — 5 cos x). 704. mat 
+ az = А sen ot, z= C, cos Bt + Су son Bt + [Аа — mot) sea ot, si о v 
4 Û = pam, ya = Су cos Bt + C, sen BE — 140026 mcos Bt, т ш 0 


y HE 


mm 705, у= cord Смит (Up È) cos z In | cos z + 
+y oz U2| + (Л) X sen zare sen (| Žsen z). 706. y = Co 
+ (12) e ln (Le) — et Ee areng =. 107. у= Ci cos 2a + 


+ Ca son 2z + (1/4) sen 2x In tg 2r. 708. p= C, cos (r/2 + Ca sen (I+ 


+ 2z son (2/2) + 4 cos (z/2) X In cos (2/20. 709. t= (y p in (174 
2ye из. з (Су соз In z+ Casen ln 2). 714, y= Cir + 
Catt (1/9) X (9 а? z+ 24 deos 20. 715. y= Cicos In z4 
+ Ca sen Jn z — (1/3) sen (21n 2) 716. y= (nz + 2in x + 2) 0280, 


тА, (UDI NI пв (1—2 Pru 
Ж ¿la solución e; 


sobre todo el eje numérico. 720. 
„ү (minem d 


dris 

Tàu OTT A 0i solución asite sobre odo sl e 
$ tn 

numérico). 72. рс, У е5 6а 

onm 


lución existe sobre todo el eje numérico). 722. y 


-c +A PEE (da solución existe sobre 


se 
= mmm 

todo el eje numérico) 723. y= J) 1380. pi a solución 
= 

existo sobre todo el eje numérico. 720, y=1 ++ PA. n 

z AME... 
тй. y аа n Ty 
=4(1- PH) 2000) 28—40). 730, y= 


7. a el Pe #2 


+ Паз derivadas sucesivas para z=0 están ligadas por la 


vim 2-0 ا‎ 
relación recurrente y+? e — yf + 2nyf =, 74, Aem A 


tar) 78 1. [o9 (1I rm) 


+ (۱+ - YRee)] me a (+) 
x REI +e )ج(‎ 3 Daki. ы... 


КЕШЕ wo (eei) 


= 2t el, ytet, TAL, z= бу + Су t—(8/40) t (1042), у= — (2/3) C + 
+ (2) С + (8/49) (1418 — 3e — 1). 742. «= Сүн + Cat + (8) et. 
у= —Сүиё + Cnt + (S/B) «М. 743. y = C, cos z+ C son z + Sd 2, = 
= Cisonz— Cy CO8 £ Fr shz, 744. z= (1/4) (34! Беч) + (1/2) tet — 1, 
у= (И) (et — 6t) + (UD tet t. TS z= (1/3) t+ 2, у= (2/3) t 4. 
746, а = (С, Cat) et + (1/2) cost, у= [C3 (4 — f) — Cil et — 2 cos t = 
— (1/2) son t. 747. z= Cet + Cue, у = BCe! Cue. TAB. к= иЗ 
+ Сб, y =Cit— B — 2C. 049. + = Il + Ci) t+ Cal 
=G + C)+ Cl. 750. z= Cyt e (8/7) et, уш Cy 
— (4/5) Crett + (9/14) et. ТЫ. z= 17x. (C, cos (tm Y 3/2) + Cason 
(uo Зз] + eV? x |с, cos (tm V 3/2) + С, sen (tm VER, 
y = emViR x |с, sen (tm Y 3/2) — C, cos (tm V3] + eVI y 
X IC, cos (tm Y 2/2) — C, sen (tm V 3/2). 752. x = C} (2t + CJL + Cf 4- 
+ Ch. = ср + C C CD, tm CF Ot + CAH Ср + Ср. 
158. z, = Cent -- Curt, т, = Cunt — Ceat. 759. зу = 2C, — AOp, 
зз == Cet + Cae, 160. з, = Curt + Сич + Cy, т, = Cet + Сым 
— буем, з, = С + 2СмМ. TOL. у= Giet + Catt Сеч, = 
= Cet — Cet, зу == Cet + Сй — 5С. 162. эү = «її (C, cos St + 
+ sen 50, з= eU (LC sen St + С, сов 5t). 763. 2, = 2C; cost + 
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+2C,sent, za = (С, — Су) cost + (Cr+ Ca) sent. 764. у= 2Сеч + 
+ 2 C, + Су) cos — 2 (4С, — Cy) sen t, з, = —2C10"t + 3 (5С, + 30) X 
X cost + 3 (5С, — 3С.) sen t, гу = Сүз + (TC, + 14C) сов + (TCs — 
— MC) sen t. 765. x = ett (Cit + Ca), y = «(Си + С, — Су). 766. х= 
1 (Су sen 2t — С, cos 210), у= et (C, cos 2t + Ca sen 20). 1761. z= 
= et (Cat + Ca), у = ef (Ci — 20, — 204. 


Capítulo V 


373. P (A) = 0 (el evento es imposible). 774. 1/4. 775. 4) 4; 2) 1/5; 3) 3/5. 
116. 499/1998. 777. 1/406. 786. 4) айа-+ b+ e); 2) blla + b + e); 3) ella + 
+ b+ i 4) (a + Ва + b- 0: 5) (a + elle + b + д); б) (0 + lle H+ 
+ e). 787. bd (a + 6) (е + d) =1. 788. py + po — 2р. 789. 4 — Зо. 
790. 1/3. 791. = 0,88. 792.1) 22/145; 2) 51/145; 3) 72/145. 793. 0,7. 794. 0,975, 
799. 7/64. 800. 24/32. 801. 4/0. 802. 27/128. 806. 15. 808. No, el problema 
siempre tiene solución, ya que (тә +- Ф/р — (mo — Р)/р == (p + qp = 
= 1/р > 1. 809. El primer obrero, 114 artículos; el segundo, 112. 810, 60. 
815. 4/3, 


ЁЛ 9 [| 1 [| 2 | 3 
pu 1 0,343 [0,441 | 0, 180 ]0,027 


а |315]515]7 
эз ل لا‎ = Yo es Ux: 
» peus usus] ue 


2) P(a/2« X < o) 1/3. 825. P (t< X < oc) 4. 
si z«0; 
826. a- 5; ғы-{ 0,5(1— es 2). si OSES: 


dona 


s22 


[T 

s. tel 56, а без; 
1 si ami. 

жге |. EE лы y : 

(X) 3,00: D (0) 1.20. 

»e |o.oto[o,orz |o.220 [0,34 [0.256 | 0,078 


831. A = 4/4; M (X) = 10/15; Oy = 1/4225 = 0,44. 834. M = 20. 835. а= 
= 0,75; M = p= 3. 838. P (3 < 5) = (5 — 3) (16) = 1/3, 839. 2/5, 
842. 0,000055. 843. M (X = mín) = р. D(X)= рт. 849e. M [X] = 04. 
16, a |X] = 0,4. 8491. P (0,15 < X < 0.6)=0,3340. 849g. M|X]= 
Sh. Р (03 < T < e) = 4903 — 465 „ 0223. 
з. Р (24) = 0,3812 es la probabilidad de que el elemento falle, F (24) = 
= 0,6188 os la probabilidad de que el elemento no falle. 849}. R (1000) = 

002-1000 а = 0,1358. 852. 4,4%; el resultado obtenido no dependo del 
valor numérico de m. 853, 0,34; 0,14; 0,02; 854a. 0,424. 854b. 0,8185. 
854e. 0,9876. 854d. 8— 0,49 N. 854e. 0,7328. 854i. 0,018. 854). 0,09. 
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вз. Р (| — | e >з. 805. 3/4, 809. 0,954. 870. ot. 
878. 1) Am 4/20; 2) my = 22, m, = ál; 3) o = 56, о; = 25 
= 0,56. 879. 1) а = 26 2) my = ту = 2/5; 3) 0 = oj = 4/25; 4) ray 
= —2/3. 880. 4) a= VIR; 2) m, my = 0; 3) оз = ор = 1/8/25) 
4)r, = 0. 883, ray = 0,064; V, — 3.64: — 045; F = 042y + 1,24. 
884. ray = 0,924; V, = 1,214 — 2,45; 2y = 0,085у + 10,58. 891. F= 10,005; 
D (X) = 0,010475; о (X) = 0,4023. 892. j= 10,84; D (Y) = 34,97. 896. оу = 
= 6,32; аң = 44.64; ау = 340,16; аң = 2743,88; р, = 0; р, == 4,0970; pa = 
= 4,3625; pa = 56,422; Sh (X) = —04132; E (X) = —0,442. 

0, si z< —1409; 
898. M (X)= 4,13; D(X 9.07; nos i —1400 < r « 9,35; 

0, si 22 9.85. 
900. M (2) = 5,06: D(X)=5,01. 902. M (X) 58,02. D(X)=8,28, 0 (X) e 2,81, 
102) m 142.87 Y E 0000 0-2.070, 


Capítulo VE 


944, сезу iz) (0). 915. 2 zi (у) 4-а U) H- 0 (0) + pa (2), 919. 


шоа (EL). 920. zzi piata). 92. Paraboloido 
EXP 


- س ." := 

de revolución а= zt 4-. ie [^ 0. yiz, = у. 926. En E 
A 

Emo neay. mA le 9) =0. = 

most. 991. u=z(1—t). 932. u=(cosx sen at)/a. 933. и = —sen т, 937. ulz, 


£)=—(0,9/1). Уу (1/28) sen (274/3) sen (kaz/3)-cos (kxat/3), 938. u=(904/119) x. 
=“ 


AMI 


X Dj M(2k--1)*] cos (264-1) nat-son (28-1) x. 939. u(z, 
ico 


x ERC es yan at эв, uo, 9 (1+ 
oi) ?(zz:)- 6-3 Dee 
рено 2, nan. mt), 944. u (e, у= ЖЕ [эх 
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Zw) *® «e EE 


x cnet, sen РЕ. цеца + (us — ue) [In (rja) In (je). 
949. u(r, Ө) = (8/8) sh (In r)-sen Ө. 


Capítulo ҮШ 


956. 4) ә = 1; 2) ж = —P 3) w= а. 957. (14 002; 1; (8 — 20/43. 
959. (1/2) in 2 + Qkx — Vi) t, FEZ. 96. z= +iln (2+ V3). 962 
tl (de V2). 963. 1,1752. 964. 0,772 + 1,0181. 905. 4) «0 (созх 
X (sen 1) + sen (sen D); 2) cose + {sen e. 971. No. — 972. 7 (1) = Be 
973. 7 (0) = coss, 974. q (у) = ay + С, ¢ (а) = а + Cp 10) = Art 
+0, Amai, C=C + Cs 978. h= i, f(D) = is 976, am 0. 
т. } @} = 2° +C. 978. 10) = —coss-- C. 983, и = 4—0, и 
Pd. 984. v= (ut — 12. 985. u= 1, v= 0. 986, u= z cosg — 


— y sen q; p= z sen ф + y cos q. о sea, la transformación de las coordenadas 
al girar los ejes. 987. u— (0/2) — (022903. 996. 1+ 1. 996a. a = —F km 
1 


= 6. 990b. a= 0,6 = г. 996e. 2 = 0, k = 1.997. —(1 + 013. 9970, | 3] = 


=. wm. scii j 997e. Roz = 0, 997d. arg = —. 998, 0. 


999. 0. 1000. 2nt. 1001. 2x4 (а + b). 1010. La región de convergencia es 1 < 
< | 2| <2, 1014, Lo serio diverge en todos los puntos del plano. 1012. 1)/ (= 


2 ft 


t +. 08 oup 


+. 1014. +1 son polos de primer orden; 3-і son polos de 
; la región de 
la serie con- 


verge ев todo el plano, 1017. /()= Y S gnare), 4027, 2, 1028. 1; 


E 


—1. 1029. —1, 1030. 1. 1031. 2xa*. 1032. 271. 1033. 0. 1034. 2n/(3— ). 
103%. an. 
Capítulo ути. 
зи, To 10 m ES 10 Tie 
в $ re SAM 
E 9 fa 
ьа аву dini. Те. рафи) 


Та ТР ағы" 


Тра Раи FO 


E 


1047. fini 1063. F(1)=1/4—(1/3)cost+(1/12) соз 20. 1054. 


fie 03е (112) et 1055. [109 =1—2et et, 1056. 100 
ih O akh аздк 
AAA 1057. f= — H ی‎ 


» t 
"en: 


| б=т 
; 


de зове сов, 1063. (1—2p)-g ipi. 1064. (ра ра 2p— 2) TI) 


[o 


Uv 1082. унн 


—p—1. 1065, LE n. 


1072, y = ем, 1073. y = sh t. 1074. у = 0. 1075. y = (1/9) tet — (7/0) et 
— (2/0) 1076. у = — (5/2) el + 4et — (3/2) М. 1077. т = (5/2) èt — 
— (4/2) et, y = (5/2) ett — (1/2) et, 1078, z= (6/5) et — (1/5) et, y = 
= (9/5) evt + (2/5) e*t 1079. y (1) = 1 1080. y (0) = t. 1083, 2e — 4t — 3 
1084. —4/0 + (1/2) el — (1/2) et + (1/6) еч. 1085. (1/8) (209 + t + 3) el — 
— (1/24) et + (2/3) son (t Y V2+ 2/6). 1090. u (г, 1) = А cos (пла) X 
X cos (nar). 1091. u (z, 0 = B sen (nxat/l) sen (ла. 1092. u (=, 0 = 
= A Ert (enit үй. 


Capítulo IX 


1098, 10, 1l, 12, 3l, 16, 7. 1099. 1—4, —31. 10, Al, J3. 4L. 1100. 1,94. 
1401. 2,09, 1102, 0,33; 1,30. 1103, — 1.45. 1404. 1,14. 1405. 0,42. 4106. 3.02 
1407, 0,86. 1108. 1,27. 1114. $= 4,70997. 1115. 2 = 1,23429. 1018. 2,214. 
1019. 1,37973. 1020. —4,4142. — 1123. y = — (2:2 — 1581 + 252 — 93 
1424, y = 0,2 (17 — 1818 + 602 — 92). 125. у= 2:— 

z оз ров | 67 | 68 ко 
tg т o,8t29]o.stoslo.s261]o.nazslo seslo.s45t. 
129, 39,005. 4190. / (s) = + at 24+ 1. 1435. 0,5000. 1136. 1,000121; 
ös = —0,000004; el valor exacto de la integral es 4 (/  — 1) — 2 In (2. VŽ + 
ЧЕ A3] = 146012... . 1437. | Ör | < (9142)-(6 — a) -Ma ж 0,07 (M, өз ol 
valor máximo de | j^ (z) | өп el intervalo de integración. Por oso es necesario 
efectuar el cálculo con tres cifras decimales (para obtener dos cifras decimales 
oxactas) : / æ 1,35. 1138, 0,69. 1139. 0.24. 1140. 0,75. 1141. 0,67. 1147. 183; 
552. 1453. El valor exacto de 7 = 62,572; 1) / = 62873; 8 = 0.42%; 2) 1 = 
= 62,730; 8 = 0,03%; 3) Г = 66,509; 8 = 5,99%. 1154. El valor exucto de 
J= бй; 4) I= 0748: 8 = 043%: 2) 7 = 0300, 6 = 71%. 1158. 

. ap 02 | 03 | 94 
= |0 [orpozjos y y dety o2 | os | 
u lt 112].45|18 › | o To,001 | 0,005 | 0,014 


2/2/2:412,2/2,3/ 24 
1160, ILLE 
Та ls.s[o. alis. zals 


7.0 


1128 
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z|0]02]04 | 0,8 [0,5 | 1.0 |t:2 


COTOS 
4 | t pra prp розра, 


1162, 7 1 | 1 mE 1.45 
FRESEFIITIPCITS ETÀ 
aaj 9.t | 02| 03| 0,4 | 95| 0.6 | 0,7 | 98] 0,9 | 1,0 
МЕКТГИТТИТЛИТТИТТИТТИ ИЛЕТ ЕТТУ 
1166. 
Li | 0 | 0,1 1 0,2 | 0.3 | 0.4 | 0.5 | 0,6 1 0.7 | 0.8 | 0.9 | 1,0 


y Ta Гало [152 | 129 | 1.20 | 1,39 | 4.50 | t.62 | 4,75 | 4,80 | 2,08 


1108. 1,79. 1169, 0.02. 172. =D, yim (19): (009) 27, em 
= (1/3) - (63) 21 --(2/2079) 29 --1/50535) 299. 1173. yen, 4174, ул 


je [2-34 ap aptis 8,4, 
Al Fe |с орех 
sucesión bilateral. 4175. yntej= J) ШТ; da solución auténtica os 


y (a) =; sucesión de las funciones. 


Ja solución avténtica es y (2) = &*9 9 sucesión de las funciones inferiores. 
1179. y— 27927144. 

1180. 5 == 11,080:28981. 4182, y — 111,7 + 1,663: + 0,0043773. 1183. 5 = 
= 83,024.85, 1187. 1) y = 3,0234 — 1.08; 2) y = 010022 — 0,909; 3) y = 
= —1.802x + 2,058. 1188. 1) y = —0.452* + 3,324: — 12,704; 2) p = 
= 1,0097 — 4,043y + 5,045; 5) y = —0,1027* + 0.200: + 0,806. 1189. S = 
= 5197, 1490, 1) S=920" 015; 2) S 0,4044. 1192, q (z) = 027232 + 
-F 0,5003: + 1,3424. 1193. ф (s) = 0,670s%— 0,728: — 0.3507 + 0,943, 


Capítulo X 
1206. No tiene solución. 1207. 1 =z," — zee"? La integral no depende del 


comino de integración. 1208. у=. 1209. y= ett. 1210, у= 


[EFOTT 4241. y =0. 1242, у= V 268 sen Z, 1214. y(r) = 0. 1245, 


1 
=the. y=, 


дь _ s дз | дч 
dea gH Lr IT n 


lom. 


Suplemento 


Talla 1 
Valores de la función gamma T (р) (si 1р2) 
==“ 

» го » гат 
4,00 | 1,0000 | 1,25 | 0,0054 | 1,50 4,75 | 0,9191 
1.01 | 0,943 | 1,26 904 | 1,51 1,76 9214 
1,02 9888 | 4,27 905 | 4,52 1,77 9238 
1,03 9885 | 128 9007 | 1.53 1,78 9262 
1,04 тад | t2 | воо | 1,54 1,79 9288 
1,05 9135 | na | 8975] 1,55 1,80 9314 
1,08 9m; | 4,31 soso | 1% 18 9841 
1.07 9642 | 1,32 e | 1,57 1,82 9368. 
1,08 9597 | 1.33 воза | 1.58 1.88 | 0807 
1,09 9555 | 1,34 8922 | 1,59 1,84 9420 
1,10 өза | 1,35 2912 60 1,85 9450 
1,11 %74 | 4,36 | 8002 et 1,86 9487 
1,12 9436 | 1,37 8893 4,87 9518 
1,13 9зю | 1.38 5885 1,88 9551 
m 9364 | 1.30 8879 1,89 9584 
1,45 9330 | 1,40 | sera 1,90 9618 
116 | ов net 8868 1,04 9652 
m 9267 | 142 8304 1,92 9688 
1,18 9237 | 1,43 8860 1,93 9724 
1,19 9209 | 1,44 8858 1,94 9761 
1,20 9182 | 1,45 8857 1,95 9799 
1,21 9156 | 146 8850 1,96 9837 
1,22 9130 | 147 8856 1,97 9877 
1,23 9108 | 1.48 8857 1,98 9917 
1,24 9085 | 1,49 8859 1,99 9958 
2,00 | 1,0000 
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Tola IT 
Valores de las funclones 


feta y Ó(1)= Jm 


de 


ca 


y 


z 


. 242.50 

42| 475 60 | 9998| 4953 
PIE 70| 9090) 4905 
48 | 4847] во | 0000) 4074 
48 | 5027 2,00 (0,0900 4981 
0,50 | 5209) ЕШ ES | mm 3,00 |1,0000| 4986 
52 | 5379| 46 2 4573| 20 [1,0000] 4993 
E 14 | 89310 3729 74| oss| 4501] 40 1,0000 4998 
56 | 5710) 2123) 16| 8001) 3770) 76 | 9872 80 [8:000] 4998 
0,58 (0,58790,2190) 1,18 [0,9048/0, 38101 1,78 (0,988210, 4625] 3,80 |1,00000,4999 


Tabla 111 


0,6 | 3582 | 3312 | зээг | 3271 | 9254 | 3230 | 3000 | 3187 | 3160 | 3145 
0.7 | 3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3014 2 

0.8 | 2807 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 

08 | 2061 | 2637 | 2613 | 2589 | 2505 | 2541 | 2516 | 2402 | 2408 | 2444 
1:0 | 2420 |2398 | 2374 | 2347 | 2323 | 2209 


Valores de las probabilidades para el criterio y* 


Tabla IV. 


e 


1 
2 

3 

4 

5 

в 

1 

8 

H 

10 

n" 0009 | оой! оит | omo| 0514 | os | 3%] 2017 
12 0005 | 0025) 0074) 0174] oss| 0620] 1006) 1512 
n 0003 | 0015 ЛЕ onaj АКИ 0721] 1119 
Id 0002 | 0009] (юр | 0078] O156 | 02%6 | o52| osig 
as 0001 | биб, 008 | мт | 0104 | 0203| 0307| osm 
16 обн | vous | оо!) ooso| 0068 | 0138 | 0251] 04% 
7 0000 | 0002 | 0007 | 4019 | 0045 | 0003| Опа, ox 
18 0007 | coos | 0012 | oo29| 0062] 0120) 0212 
19 6001 | 003 | 0008 | 0039) 0042) 0080) 0140 
E 000 | 0002 | 0005 | 0013) 0028 | 0056| 0103 
2 0001 | 0003 | oog] ом | 0028) 0071 
22 0002 | 0002 | CONG | 0012 | 0025] 0049 
23 1000 | 0001) 0003 | 0008 | 0017| 0% 
E! 000: | 0002 | 005) 0011) 0023 
E] 0001 | 0001 | 0003 | 0208) 0010 
26 0000 | 004 | 0002| 0005| 0010 
Ed 0001 | 0001 | 0003| 0007 
38 0000 | 0001 | 0002) 0005 
29 0001 | 0001] 0003 
30 owo | 0001| 0002 


Continuación de la tabla IV. 


10 


п 


12 


13 


1 


16 


1 0,9998 |o,asgs | 1.0000 | 1.0000 | 1,0000 1,0000 
2 9963 | "9085 | “0094 | 9998 | “9909 1:0000 
3 9844 | 9907| 9955] 9979| 9991 0,9998 
4 9473 | 9699 | 98% | 9002] 9955 9989 
5 8912 | 9312 | 9580] 9752 | 9858 9958 
3134 | 9101] 0402 | 0065 E 

7991 | 8576 | 922| 9347 9733 

7133 | 7851| $430 | 8893 9489 

6219| 7020 | 7729| 8311 MA 

5304 | 6160| зә) 1622 8008 

3575] 4433| 5080] мов | бию 8095 

SI | 39626 | 4457 | 5276| 6063 7440 

2237 | 2933 | 3090] 4478) 5205 6728 

1130 | 2880 | 3007| 3738| 4497 5987 

1321 | 1825 | 2414 | 3074 | 3782 5246 

woo | аан) 1912| ми 3134 4550 

0744 | 1079] 1498| 1993| 2562 3856 

0550 | 08161 1157 | 1575| 2008 Er] 

0403 | 0611 | 0885 | 1231 | 1649 2687 

0293 | 0453| 0671] 0852| 1301 2202 

a o211 | 0334 | 0504 | 0729| +016 1785 
22 0151 | 0244 | 0375 | 0554 | 0786 1432 
28 0107 | 0177 | 0277 | 0417 | 0003 1187 
24 0076 | 0127 | 0203 | O3 | 0458 0895 
25 0053 | 0091 | 0148 | 0231 | 0346 0698 
26 0037 | 0065 | 0107 | 0170| 0259 0540 
P4 0025 | 0046 | 0077 | 0124| 0193 0415 
28 0018 | 0032 | 0055 | 0090 | 0142 0316 
29 0012 | 0023 | 0039 | 0065 | 0104 0239 
30 0009 | 0016 | 0028 | 0047 | 00б 0180 


Tabla V 


D E Ро» 
0,00 0,8674 | 0,90 | 0,3927 | 1,70 | 0,0062 
005 9639 | 0,95 | "3215 | 4:80 | 0032 
0,40 9228 | 1:00 | 2700 | 1% | 0015 
015 5843 | 110 1777 | 2:00 | 0007 
0:20 7920 | 1.20 | 11922 | 2:10 | 0003 
0,25 124 1.30 | бй 2,20 | 0001 
0\30 6272 | 140 | 039 | 2,30 | 0,0001 
0\35 5441 | 1:50 | 0222 | 2:40 | 00000 
0:40 4653 | 4.60 | 0,20 | 2:50 | 0,0000 
Tabla VI 
Valores de los námeros aleatorios 
вота | 9005 | 1804 | 3523 | ass | s | oco | быз 
4675 | 4518 | 7032 | 7293 | mos | 0469 | 7435 | 2574 
4900 | B86 | 14% | 102 | тз | тау | sea | 6200 
1627 | 7982 | 4885 | 2229 | 0085 | 7294 | 1239 | 7568 
4315 | им | 2339 | 0882 | 2038 | saso | бю | 3150 
087 | 9933 | 427 | 2050 | из | 1017 1082 
0387 | 1998 | 2910 | 5626 | 387 | 08% 4977 
5581 | 1837 | 4731 | RSG | 4380 | 8306 024R 
6531 | 4210 | 06454 | 6476 | 1618 | 7813 по 
5730 | 3984 | 510 | 5685 | 6858 | 2712 7800 
002 | 1047 | вив | ов | sasa | тїн | тов | O30 
1791 | 1900 | osa | os | 0905 | 24% | 220 | 01% 
gri | 1508 | 8704 | 6403 | 1420 | 5280 | 710 | 1005 
она | 4603 | 2500 | 1798 | 328 | 3517 | 081 | 38% 
0080 | 3203 | 346 | ases | geor | O39 | 6072 | 5607 
8057 | 1656 | 1515 | бм | om2 | 9526 | oso | 9008 
ин | ort | oms | 5460 | 4636 | 512 | 0737 | 362% 
2901 | 3608 | 193 | аләт | 2515 | 2023 | 3619 | 7202 
1494 | 092 | 25% | бит | 5064 | 3632 | 0802 | 6722 
8153 | 2484 | 0001 | 4558 | 7848 | 0761 | 3653 | 858 
0708 | 9002 | 0190 | 180 | 5192 | тов | s43 | 7008 
6028 | бл | 8548 | 2737 | siss | 8805 | 0029 | gta 
бй | 3678 | 1935 | r2 | sise | 206% | 8760 | 6504 
2000 | 1683 | 732 | 6900 | etss | 423 | 2720 | 077 
3503 | 2614 | 2532 | 4940 | би | 0906 | 1013 | 3760 


Valores de la junción e7* 


Tatla VIT 


ajeje jele eael de 
0.00 0.90 |o.6065 | 1.00 [0309 | 50 2231 
о 051 | 0.6005 | 101 | 0.3042 | 1.51 | 0.2209 
02 52 5945 02 06) 5: 2187 
03 53 5856 03 3570 E] 2165 
04 54 5827 Г DA ЕЯ 2144 
05 55 5169 05 E: 55 2123 
06 56 5712 06 E 56 ио 
or 5 5655 07 »»| s 2080 
08 E 5599 08 3396 58 2080 
09 59 ыз] 09 3362 59 2039 
0.10 0.50 | 0.5486 | 1.10 | 0.3929 | 1.00 2019 
и e 5433 н 3206 в 1999 
12 [3 5379 12 3263 р 62 1979 
13 03 5326 18 3230 63 1959 
dá 64 5213 14 3198 64 1940 
18 65 5221 15 Et [3 1924 
16 06 5106 16 3135 56 1901 
17 67 5117 47 3104 67 1882 
18 68 3006 18 3073 68 1804 
19 59 | 5016 19 3042 69 1845 
0.20 оло | 0.4966 | 120 | 0.3012 | 1.70 1827 
ВІ 2 4916 и 2082 n 1809 
2 2 4868 2 2052 2 1791 
23 73 | 4819 з 2023 73 1773 
E 74 ATA 24 2594 74 1755 
25 E] 4724 25 2865 75 1735 
0,2% 0.76 | 0.4677 | 1.26 | 0.2838 | 1.78 | 0.4720 
n 77 | 46m E вов | 77 1708 
28 1B 4584 2 80 78 1686 
29 79 4538 29 158 79 1670 
0.30 0.80 | 0.493 | 1.30 | 0.2725 | 1.80 | 0.1653 
и Ш 4449 5 2692 E] 1637 
a2 Ti 82 | 4404 2 эвт 82 1620 
33 | 789 | вз | 4381 3з 2645 83 1004 
и | 718 | в 4317 E 2818 Bá 1588 
35 | Mr) 85 474 35 2592 85 1572 
36 | өт, 8 | 4232 E] 2567 E] 1557 
ar | e| e 4189 ЕД 2541 ГА 1541 
за | S| в | 448 Ed 2516 88 1526 
a | 6777 89 | 407 E] E 89 E 
0.40 | 0.6703 | 0.90 | 0.4066 | 1.40 | 0.2466 | 1.90 1406 
4i | 65] 9 4025 44 E 9t 1481 
42 | 651 $2 3685 42 2417 92 1466 
43 | 6505 | 93 3946 43 | 2008 93 1451 
44 | 640 94 3906 4 2389 | 9% 4437 
45 | 6376 | 95 3867 45 236 | % 1423 
46 | 6313] 95 3829 46 2322 96 1409 
4 | 0250] 97 E 47 2289 97 1395 
48 | 61881 98 3753 48 2276 8 1381 
49 | 6126 99 3746 4 | 2% 99 1307 


Continuación de la tabla VIT 


z SHE m 
2.00 |0183 | 10 | 0661 20 | бою 20 | 00027 
240 | 004225 | 20 | Ono | 30 | 0068 30 | 00025 

20 | 08| 30 | оп! 40 | oz 40 | 00022 

ю | 103 | 40 | оз 50 | oos 50 | 00020 

4 | 097 | so | omi во | oos 60 | 00018 

so | os | 460 |oopr| т | omz 70 | 00017 

во | 043) 70 | emt во | 00и 80 | 00015 

70 | 062) во | 082] 90 | 000 90 | 0004 

во | 0606] 90 | 0074 | 7.00 [0.0009 | 9.00 | 0.00012 

90 | 0550 | 5.00 | 0.0087 | 710 [0.0008 10 | оюн 
3.00 | 0.0498 10 | ой 20 | “0007 20 | 00010 

10 | 0501 20 | 00550 3 | 0067) 30 | 00009 

20 | 08 | зо | osof 40 | 00061] 4o | 0008 

30 | обу 4o | 0451 50 | 000531, 50 | 00007 

ю | omi | so | бн t0 | 000501 9.80 | 0.00007 

so | 0x2 | to | би, 70 | 0005] 7o | 00006 

ва | om) 70 | o | во | ooo] зво | 00005 

10 | отр во | бю) 00 | оюл 90 | 00005 

во | 0224 | 90 | 0027 | 8.00 |0.00033] 10.00 | 0.00004 

% | 0202 | бю | 0.005 | 10 | 00030 
4.00 | 0.0183 10 | 0022 


A NUESTROS LECTORES: 


manuales para los centros de enseñanza 
melógicas; literatura sobre ciencias naturales 
bin se incluyen monografías, libros de divulgación científica 

ficción., Dirijan sus opiniones, a la Editorial «Min, 
per, 2, 4 Moscú. 1-410, GSP, URSS. 


